Tippek, triikkkok, otletek hatarozatlan integralok kiszamolasahoz

l. rész

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A Xll. osztalyos matematikai analizis egyik legfontosabb feladata az, hogy a tanuldk
tudjanak helyesen integralokat szamolni. Ez azonban nem is annyira konny( feladat, hiszen a
primitiv szamolds nagyon sokszin( és valtozatos. A jelenlegi tankonyvek sok anyagrészt igen
atfogdan targyalnak, mint példdul a racionalis tortek integraldsat, a parcialis integralast, vagy
a valtozocsere mddszereit. Mindemellett azonban néhdny tdmpontot szeretnék nyujtani azon
tanuldknak, akik az utjuk kezdetén vannak, és most ismerkednek az integralszamolds
rejtelmeivel. Ezt a dolgozatot amolyan , kedvcsindlénak” szantam. Ebben az els6 részben a
hatdrozatlan integralok szamoldsardl irok, a kovetkez6ben pedig a hatarozott integralok
szamolasardl. A két dolgozat egyike sem torekedik teljességre semmilyen szempontbdl sem,
csupan madszertani segitséget szeretnék nyujtani az érdekl6d6 Olvasénak.

A dolgozat mottdja: tanulj meg jelekbél olvasni!

Ez azért fontos, mert ha a kiszdmitandd integralt jol szemiigyre vessziik, minden
részletet, 0sszefliggést, kapcsolatot észrevesziink, akkor ez mar ,arulkodik” a kiszamolasi
maodjarél, vagyis a megoldas kezdetérél és a menetérdl is.

Mindenek el6tt azonban jegyezziik meg, hogy nagy fontossaggal birnak a kovetkezék:

1) Az elemi figgvények derivaltjainak a részletes és pontos ismerete nélkil, nem lehet
belevagni az integrdl szamoldsba! Tovabba jé tudni, az 6sszetett fliggvények derivalasi
szabdlyait, de itt tulajdonképpen elég csak egyetlen képletet megjegyezni, a

kévetkezét: |(f(g(x)))'=g'(x)- f (g(X))| . Ha az elemi fiiggvények derivaltja jol megy,

akkor ezen képlet segitségével azonnal megkaphatjuk barmelyik 6sszetett fliggvény
derivaltjat! igy nem kell azokat mind megtanulni! Sziikséges ismerni a derivalhaté
fliggvényekkel végezhetd fontosabb miiveleteket:

a) (f()=£g(x)'=f'x=g'(x) b) (c- f(x))'=c- f(x)
c) (f(x)-9(x)'=f'(x)-9(x)+f(x)-g'(x)

d) [f(X)j.: f'(x)-g(x) - f(x)-g'(x)
9(x) 9°(x)

2) Nagyon megkonnyiti a munkdankat, ha jol értjlik a differencidlasi miveletet: ennek az

e) ("(9)' =n-f10)- f"*(x)

értelmezése |d(f(x)):f'(x)dx| . Mivel a differencidlast a derivalt segitségével

értelmezziik, ezért az a) - e) tulajdonsagok a differencidlas esetén is igazak.

Ellenben kihangsulyoznank, hogy a differencial értelmezése nagy fontossaggal bir a
valtozé csere (helyettesitési modszer) alkalmazdsandl és jobb megértésénél, ahol
javunkra valik, ha ilyesmiket észrevesziink, mint példaul:



cos xdx = d(sin x), sin xdx = —d(cos x), xdx=%d(x2) vagy éppen xdx=%d(x2 +¢)

1 1 . e
ﬁdX:Zd (\/;) , ;dX:d(In X) stb. Mint emlitettik,

ennek nagy hasznat vessziik a valtozdcsere leegyszer(sitésében, mint példaul:

ahol ¢ tetsz6leges allandg,

. . . sin x
Az | =Itgxdx »klasszikus” kiszdmolasa gyakran igy torténik: | =I—dx és most
COS X
dt -
legyen cosx =t = —sinxdx=dt tehat | =— T:—In|t|:—ln|cosx|+C . De nézziik

csak, hogy mennyivel természetesebb és attekinthet6bb a kovetkezé:
sin X 4 d(cos x)
B Pl v

—In|cos x|+C . Ennek mintajara még két példa:
cosx COS X

cos* x

I =Ic053x-sin xdx=—J‘cos3 xd (cos X) = — +C , vagy

| _J-cosx—sinx _J-d(sinx+cosx)

dx = _
Sin X +Cos X

; =In|sin x+cos x|+C
sin X + €0S X

3) Az elemi figgvények hatdrozatlan integraljait (primitivjeit) is részletesen, pontosan és
gyorsan kell tudni! Ezek nélkil a tovabbiakban nem tudunk haladni! Sziikséges ismerni
a primitivalhat6 figgvényekkel végezhet6 fontosabb miveleteket:

a) j(f(x)ig(x))dx:j f(x)dxijg(x)dx b) j(k- f(x))dx:k-j f (x)dx

4) Tisztdba kell lenni egy f(x) fliggvény F(X) primitiv fliggvényének az értelmezésével,

miszerint |F '(x) = f (x)| amit hatdrozatlan integrallal igy irunk: _[ f(x)dx=F(x)+C

5) Nélkiilézhetetlen a kévetkezs képlet: j dx = x+C| és igy j adx:aj dx =ax+C hiszen

az integralas és a differencialas egymasnak forditott m(ivelete!

Kezdjik talan a leg egyszer(ibbel otlettel:

1. Ha az integrandus alatti kifejezés pontos derivalt: I f'(x)dx=f(x)+C

Amilyen egyszerl ez a ténymegallapitas, éppen olyan kemény di6 is lehet, ha rejtettebb
formdban jelenik meg, féleg ha az f(x) fliggvény valamilyen &sszetettebb fliggvény.

Kilénosen érdemes rafigyelni a kovetkez6 helyzetekre:

J(F00-909+ F(9-g'(0)ax= [ (F(x)-9(9))dx = f ()g(x) +C vagy

If (x)-9() - F(x)-9'(X) 4, —f[mj'dx— f(x)
9%(x) a(x) g(x)

Nézziink csak néhany példat:

+ C vagy éppen mas helyzet.

X 1¢ 2x 1¢(X*+1)" > >
1.1) I=|—dx== dx== dx = (\/x +1)'dx:\/x +1+C,
J‘\/x2+1 2J‘\/x2+1 2'[ VX +1 I
1.2) I:I(sin x+xcosx)dx:I(xsin X)'dx =xsinx+C vagy ennél dlcazottabb:



13) | :j(x ;?e Dx :Ie sze dx :I(e—] dx :97+C . Vagy egy joval nehezebb:

X
2 - ! .
X SIN X— X COS X SIN X—XCOS X
14) | =j(—.j dX=j(—_jdx=—_+C
COS X + XSINn X COS X + XSINn X COS X + XSINn X
2. Ha az integrandus kozvetlen (direkt integralhatd) elemi fiiggvényekbdl all:

Ezek a kozvetlen képletek alapjan megoldhatd feladatok, semmi nehézség nincs ebben,
alkalmazzuk a 3) alatti a) és b) tulajdonsagokat, példaul:

3

I :J(sz — 3% +sin x+2)dx:2.[x2dx—3jexdx+.[sin xdx+2.fdx: 2%—3eX +COSX+2X+C

qu,

3. Ha az integrandus csak x", alaku tagokat tartalmaz:

r S

X
4 s

1
llyenkor figyelembe vessziik, hogy — = x" valamint Uxt =xP és =X " .Példa:
X I”XS

5

1 2 3
I zj(&—%+33/x_zjdx:fx2dx—2.[x3dx+3jx3dx:§x2 +x2+§x3+C :

4, Ha az integrandus nem integralhato kézvetleniil, csak kdzvetve:
llyenkor a feladat egyszerl moddositasaval visszavezetjik a feladatot kdzvetlen integralhatd
feladatra. A mddszer kapcsan harom lehet6séget emlitiink meg:

a) A nevez6 egyetlen kifejezéshdl (taghdl) all, és a szamlalé minden tagjat osztjuk ezzel:
példaul
x+2 2
4.1) | = —ax+2 dx = x2dx+2 X 2dx——x2+4x2+C
P 2= [ o] Eox= o 2fx o=
=42
X+ x4 +2 \/X +x4+ Ixt+2x% +1 X% +1
4.2) | =j 3 dx=_|. 3 dx=_[ v dx =_[ 5 dx =
2 -2 —4
:J.X—5dx+ji5dX:J.X‘SdX+J.X‘5dX:X—+X—+C =i+i+C mas példa
X X 2 4 2x?  4x*
4 3) | = J~\/1+X +\/1 X J' J1+ X2 J.
J@+x3)(1-x2) 1/(1+x )(1 x?)

Vi-x*

dx = arcsin x+arcshx+C .

- J' 1 ix+ j 1
J1- X2 J1+ X2
b) A szamlalét és a nevez6t is megszorozzuk ugyanazzal a kifejezéssel, hogy igy direkt

integralhato legyen: példaul 4.4)

| — _1 dx=jsfmzx dxz_J-d(cos;Q:I Sly
sin X sin® x 1-cos” x y -1

S dx e oxdx 1 d(x*) 1 (i j
4'4“_-|.x3+x_-|.x“+x2_2-|-X2(X2+1)_2-[ X2 x4l 40<) =

1 X
==Injtg =
2 ‘92

1-cosx
1+cosx

y-1_
y+1

2

lI +C

1
2




_Zjd(x) 1Id(x D L inge +1) =1n X:1+C'

X2 29 x*+1 2 X2
c) A szamlaléban hozzéadéssal és kivondassal kialakitjuk a nevezot (teveszabaly):
2x? x +1-— 1 1
4.5) |=jx2 zjx = —2] —2j1dx+2j2—dx=—2x+2arctgx+c
x° +3x —3x? X% +3x— 3x
4.6) | = —d = X = | x*dx-3 :—— xdx +9 —dx_
) -[ X+3 -[ -[ X+3 I -[
3 3 2
9jx+3 3 =X——— +9fdx— 27jd(x+3)=X——X—+9x—27|n(x+3)+c
X+3 X+3 3 2

1+x 1x+x X2 o 1o Ll d(x)
47)|_I <= 1+x° I1+x6dx_11+x2dx+3jmdx_

1
= arctgx + 3 arctgx® +C .

5. A tarsintegral mddszere:
A moédszernek a neve is mutatja, hogy ha van egy kiszamitandd integrdlunk, ,segitségil
hivhatunk” egy masik integralt, és ha sikeril felirni a két integrdl kéz6tt két dsszefliggést, akkor
kétismeretlenes egyenletrendszert kaphatunk, és ezt megoldva, megkapjuk a keresett
integralt. Nézziink is egy példat:

COS X . . . . o . . .
Ha | =I - dx ahol a,b € R akkor ésszer(inek tlinik, ha tarsintegralnak valasztjuk
asin x+bcos x

a J=J -smx dx. Konnyen lathatd, hogy bI+aJ=Idx=x (i). Tovabba
asin x+bcos x

acosx—bsinde_Jd(asinx+bcosx)

asin x+bcos x asin x+bcos x

Ha most megoldjuk az (i) és (ii) adta egyenlet-rendszert azt kapjuk, hogy
aln|asin x+bcos x| +bx

- 2 12 +

a“+b

al —bJ =I =In|asin x +bcos x| (ii).

Bizonydra sokan hianyoljak, hogy miért is nincs integralasi médszer az ju(x)v(x)dx
elvégzésére? Pedig van, csak nem irhaté fel, hogy Iu(x)v(x)dx:Iu(x)dx-Iv(x)dx mint
ahogyan az 6sszeg vagy kilonbség esetén tettiik.

A szorzatok integraldsdra talaltak ki mind a parcialis integralast, mint a valtozdcsere |.
maddszerét! EI6bb nézziik a parcialis integralas médszerét!

6. Szorzatfiiggvények integrdldsa parciadlis integralassal:

A parcialis integralas képlete: If(x)g'(x)dx: f(x)g(x)—Jf '(x)g(x)dx| . Ez a derivalhatd

figgvények c) tulajdonsaga alapjan azonnal addédik. A képletet azért nevezik ,parcialis”
integrdlasi modszernek, mert ezzel nem biztos, hogy megkaptuk az eredeti szorzat primitiv
figgvényét, hanem helyette egy masik integralt kaptunk, tehat a feladatot ugymond
,részlegesen” (parcialisan) oldottuk meg. Ellenben ha a feladat elején ,,jol valasztjuk meg” a
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két fliggvényt, akkor az utébbi integral mar konnyebb mint az eredeti, igy egy vagy tobb
|épésben kiszamolhato.
Az eredeti integralunk tehat egy ju(x)v(x)dx alaku integral, ahol mi kell célszer(ien

megvalasszuk az f(X) és g'(x) fuggvényeket ugy, hogy u(x)v(x)= f(x)g'(x) legyen. A
tovabbiakban latni fogjuk, hogy vannak ,,j6” és ,,rossz” valasztadsok! Nézziink néhany feladatot:

2
6.1) | =Ix-sin xdx esetén, ha g'(x) =x lenne, akkor g(x) :X? és igy a kapott sz sin xdx

nem egyszerlbb hanem bonyolultabb mint az eredeti integral, tehat ez rossz valasztas.

Legyen  tehat f(X)=x=f'(x)=1 és g'(x) =sin x = g(x) = —cos x tehat

| :—xcosx+fcosxdx:—xcosx+sin Xx+C .

6.2) | =IX-In xdx setén, ha megint f(x) =X lenne, akkor g'(x) =Inx= g(x) =Iln xdx

1
adédna, ami nem integralhaté direkt. Tehat muszidj f(X)=Inx= f'(X)== és
X

x? x? 1 x> x?
'X)=x=>g(X)=— tehdt | =—Inx—=| xdx=—Inx——+C .
g'(x) JORE S Inx—— [ xdx == 4

6.3) | :.[eX sin xdx esetén kdonnyen belathato, hogy barmelyik valasztds megfelels. Legyen
hat f(X)=e"= f'(x)=¢" és g'(x) =sin x = g(x) =—cos x tehat

| =—¢ cosx+jex cosxdx =—e*cosx+J (1). Kénnyen beldthatd, hogy még egy parcialis
integralds az eredeti | integralhoz vezet, igy | —ben egy egyenletet kapunk, ahonnan
kiszamithaté az |  integrdl. Ezdttal is legyen f(X)=¢€"= f'(X)=€* és
g'(x) =cos x = g(x) =sin x tehat J =e"sin X—Iexsin xdx =e*sinx—1 (2).

Ha most a (2) Osszefliggést beirjuk az (1) Osszefliggésbe azt kapjuk, hogy

. . . 1 .
| =—e*cosx+e*sinx—1 vagyis 2l =e*(sin x—cos x) = | :Eex(sm X—cosX) +C.

64) Az | = %dx esetén legyen f(X) :%: f'(x) :—%
(x“+1) (x*+1) (x*+D™
X X
'(X)=1=9(x)=x igy hat felirhato, ho |, =———+2n|———=0dx és mivel
g'()=1=9()=x igy & b= ta | T
X2 x*+1-1 1 1 , 1 X 2n-1
ezért az I, == + I

C+)™ (CD)™ (C 4D (C 4D ()

elsérend( rekurzids 0sszefliggés adédik Vne N , és |, =X.

Megjegyzés: A parcialis integralas egy azonnali alkalmazasa a kdvetkezd:

Ha f :R — R bijektiv, derivalhaté és derivalhatd inverzzel rendelkezé fliggvény, akkor



If‘l(x)dx=Xf‘l(x)—F(f‘l(X)) ahol F az f fliggvény primitiv fliggvénye!

6.5) Szamitsuk ki: | :Iarccos xdx . Mivel f(x)=arccosx, f(x)=cosx, F(x)=sinx az
el6z6 bsszefiiggés alapjan | = xarccos X —sin(arccos x) = xarccos X —y1—x* +C .

A bemutatott Osszefliggés nagyon hatékony, ugyanis barmely inverz fliggvény integralja
kiszamithaté ezzel!

A tovabbiakban a valtozé csere (helyettesités) mdédszerérdl irunk.

7. Szorzatfiiggvények integrdlasa I. valtozocsere modszerével:

Ebben az esetben egy If(g(x))-g'(x)dX: F(g(x))+C| alaku integréllal talaljuk szembe

magunkat. Tehat az integrdl alatt ezuttal is egy szorzatfliggvény van, azzal a sajatossaggal,
hogy a szorzat egyik tagja a masik tagnak (vagy annak egy részének) éppen a derivaltja. Ekkor
a g(x)=t= g'(xX)dx =dt valtozdcserét eszkdzoljuk.

Az el6z6 helyzetnek sok sajatos esete is van, nézziink ezek kozil néhanyat:
d
1= [309-9 000 = [ 9003 @00 =20 1.C vagy 1 = [ 9 W (2O = inlg(] +C

9(x)
) _ gn+l(x)
n+

vagy | = j g"(x)g '(x)dx = j 9"(x)d (g(x) [+ C s stb. Nézziink néhany példat s:

7.1) 1 = [x(3¢ +1°dx =2 j(sx +1*d3X + DJ% c,
72)I—Itgxdx ISInX IM —In|cosx|+C ,
COS X COS X
_ cos’x cos’ X4 1- sm X i pdsinx) N
7.3) I_Jsm Xd _Ism nx)= J mx)_J Sin? jd(smx)_
:_L—sinx+c
sin x

sin 2x sin X Cos X COS X dx _2.[ d(sinx)

'[xll cos* X J'«/l c0s? X~/1+ cos? X '[\/2 sin’ x \J2-sin? x

= 2arcsin—=+C . Keresslink rekurzids 6sszefliggést, a kovetkezd integral esetén!

V2

7.5) 1 :Itg”xdx:Itg”‘zx-tgzxdx:jtg”‘zx ( jd Itg” X - —dx—l . Tehat
cos® X cos® X
tg"'x
I :jtg“‘zxd(tgx)— lL,ol = g T I, Vn>1és Iy=x1,=-In|x| .
n_
8. A parcialds integralas és a valtozdcsere kombinalt mdédszere:

Ahogy a modszer neve is mutatja, egyitt alkalmazzuk a parcialis integralast és a



valtozdcserét is, persze valamilyen Iogikus sorrendben. Nézziink a kovetkez6 példat:

2X% + X 1 X=X’
| = =— x dx_—x«/l X—X2+ \/1 X—X2dX = —xy1-X—x? +J
By m L ] v

Tovabba J = _Nl— X — x21dx = EI\/4—4X—4x2dx - %j\/(\ﬁ)z —(2x+1)%dx . gy

K :j\/az —x%dx =

——dx— J.x4dx aarcsm——L
a

I\/idx ajﬁ 2\/7

és ez utdbbi integralt parcidlisan szamitjuk ki: L :—IX(\/aZ —x° )'dx =

. X ] .
:—x\/az—xz+jJa2—x2dx:—x\/a2—x2+K ezért 2L =a’arcsin=—x+a’—x? igy mar

a
kdonnydszerrel kiszdmithatjuk a J majd az | integralt.

9. Tobb modszer 6sszetett alkalmazasa:
Egy olyan példat mutatunk be, amikor a valtozdcsere 1. és 1l. mddszerét is, valamint a szamlalo-

Jsin x

COS X

nevezd beszorzasat meg a ,teveszabalyt” is alkalmazzuk. Ha | :I dx akkor legyen

dx =

. , COS XA/SiNn X COS X~/Sin X
sin x =t? = cos xdx = 2tdt igy I=I > dx=j —
COS“ X 1-sin“x

tdt ;1=—25inx—2In—_+C
t+1 1+sinx

2_ _ -
:_Zj-t 1+1dt:—2t—2Int 1-sinx
t? -1

Végezetlil megjegyezziik, hogy sehol sem irtuk ki az integralok értelmezési
tartomanyat, nem mintha ez nem lenne fontos, hanem azért, hogy takarékoskodjunk a hellyel.
De ennek az elvégzését az érdekl6d6 Olvasd kdnnylszerrel megteheti.

Befejezésiil egy moddszertani kérdésre szeretnénk kitérni. Tobb alkalommal tébb
didkom is megkérdezte: honnan lehet latni, hogy mikor lehet (kell) parcialisan integralni, és
mikor valtozdcserével? Az alabbiakban erre fogunk valaszolni!

Ismételten meger6sitjuk, hogy mind a két esetben egy Iu(x)v(x)dx alaku

szorzat -fliggvény integraldsardl van szo!
1) Akkor hasznaljuk a valtozdcsere I. médszerét, ha a szorzat egyik tagja, a mdsik tagnak

2X
vagy annak egy részének a derivdltja, példaul: az | = .[2—1dx esetén, x=(x>+1)’
X°+

ezért a valtozdcserét alkalmazzuk, X°+1=t valasztdssal. Vagy Izjcosx-eSi”de

esetén cos X = (sinx)' ezért a Sin X =t véltozécserét alkalmazzuk.
2) Akkor hasznaljuk a parcialis integralast, ha a szorzat két tagja kozil egyik sem derivdltja
a mdsiknak, vagy annak egy részének, példaul: | :jxsin xdx vagy | :Iex sinxdx ,

stb. Itt a szorzatot alkotd két fliggvénynek ugymond ,,semmi kdze” egymashoz.



