Tippek, triikkok, otletek hatarozott integralok kiszamolasahoz
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Mdr a dolgozat elején megjegyezziik, hogy a hatarozatlan integralok szamolasanal
bemutatott 6sszes mddszer érvényes marad a hatdrozott integralok esetén is, hiszen ebben

b
az esetben érvényes az '[f(x)dX: F(a)—F(b) u.n. Newton -Leibnitz képlet (ahol F az f

fliggvény primitiv fiiggvénye).

Ebben a dolgozatban inkdbb arra tériink ki, hogy mit is hoz Ujat a hatarozott integralok
szamoldasa, viszonyitva a hatarozatlan integrdlokhoz? ElGszor is vegyik észre, hogy mig a
hatdrozatlan integrdl egy fliggvény, addig a hatarozott integral egy szam, méghozza teriiletet
jelent. Es éppen abbdl a kiilonbségbél adddik az, hogy egy hatarozott integralt ugy is ki lehet
szamolni, hogy nem hatdrozzuk meg a primitiv fiiggvényét! Ezt legtobbsz6r jol megvalasztott
valtozdcserékkel valdsitjuk meg. A tovabbiakban ilyen feladatokat fogunk bemutatni!

Megjegyezziik, hogy ezuttal sem toreksziink teljességre semmilyen szempontbdl,
csupan hasznos otleteket és maddszereket gyUijtottiink dssze!

1. Integralok szamolasa intervallumokon:

b c b
Ismert, hogy ha ce(a,b) akkor Jf(x)dx =J-f(x)dx+.|-f(x)dx . Ezt kivaltképpen akkor

alkalmazzuk, amikor az f fliggvény abszolut értéket, egészrészt tartalmaz, vagy tobb képlettel
van értelmezve. Nézziik is a példakat:
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1.1) | =[|2x=2dx = [(2x=1)dx + [ (1-2x)dx ==
Jlox-e— (2 123

2

1.2) Ha I:IZ:[LX] dx,n e N akkor ismert, hogy [x] =k < x e[k, k +1) igy felirhato, hogy:
0
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2. Paratlan fliggvények integralja:

a

Ismert tulajdonsdg, hogy ha f(—x)=—f(x),vxeR akkor .[ f(x)dx=0,Vae R esetén.

—a

v
2 . .
CoOsX—SIn X , COSX—SIn X
21) I= _[ In—————dx esetén ha f(x) =In——— akkor
. COSX+SINX COsSX+SIn X
2
. . -1 .
CosX+SIn X COosX—sSIn X COsSX—SIn X . . ,
f(-x)=In ——=1n - =—In| ——— |=—1f(X) vagyis a fuggvény
COSX—SIn X COsSX+SIn X COsSX+SIn X



paratlan, ezért |1 =0.

3
— - X—2
2.2) | =I2)(—2dx esetén ha f(x) :2)(—2 akkor f(X)=——5— igyhaaz
1 X" —4Xx+5 X —4x+5 (x=2)"+1
1
integralban az y = x— 2 valtozocserét végezzik, akkor | :I Zy 1dy adddik ahol
Syt

g(y)= yzy 1 esetén g(-y) =—g(y) ami azt jelenti, hogy |1 =0.
+

in
2.3) |, :JS—dX esetén igazoljuk, hogy I, =0,VneN" setén. Valéban, az
SIn X

SIn X

Z‘TSin-(an)

dx integralban legyen x=%+ y= ye{—%,%} és tovabba

sin(2nx) _sin(nz +2y) _ sin(nz) cos(2ny) + cos(nz)sin(2ny) _ (1) Sin(2ny) o

sin x sin(72[+yj cosy cosy

sin( 2ny)
= (-1’ J
2

3. Els6foku egyismeretlenes egyenlet segitségével kiszamithaté integralok:

Vannak olyan feladatok, ahol jél vélasztott valtozdcserével, tobbek kozott, visszakaphatjuk az

kiszamitando integralt, és ebbdl kifolydlag els6foku egyismeretlenes egyenlethez jutunk. Ez

————2dy =0 hiszen az integrandus alatti fliggvény paratlan.

nagyon gyakran el6fordul ha az integrél korlatok 0 és % (de lehet mas is) tovabba az
integrandus alatt jelen van a sSinx és cosx figgvények, amelyekre tudjuk, hogy

. (7 . Vd . - . .
SIn(E—xj =cosX illetve COS(E_XJ =sin X. Nézziink egy azonnali alkalmazast:

o'—.N\N

3.1) = | X(sin x+cos x)dx esetén végezziik el az Xx —%— y valtozdcserét igy azt kapjuk,
s ﬂ% :

hogy | = I(E— yj(sin y+cosy)dy = Ej(sin y+cosy)dy j (siny+cosy)dx tehat azt
0 0 0

kaptuk, hogy | =% (sinx+cosx)dx—1I tehat | =

Sk b
O N [N

z (sin x+cosx)dx:z.
4 2

3.2)

dx esetén is végezzik el az x = re y valtozdcserét igy azt kapjuk,

s
j- sin X +sin x
o 1+sin x+cos x

hogy | _.2[ cos’ y +Cosy q _il—sin2y+cosydy_j‘1+sin y+cosy—sin2y—siny0Iy
pl+siny+cosy o 1+siny+cosy 0 1+siny+cosy
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ahonnan azonnal adddik, hogy | :Ildy—l vagyis | :% .
0

1—
1 _ 1 arctg —
3.3) Szadmitsuk ki: IarCth dx . Legyen x:l—t igy | =1Adt =
5 1+t o L+t
:jarctgl—arctgt =ZJ' L SO N
1+t 41+t 4 8

4. Tarsintegralok médszere:
Ezt a megolddsi mddszer a hatdrozatlan integralok esetén is bemutattuk. Itt is alkalmazhaté akar ugy,
hogy nem hasznalunk véaltozécserét, de f6képp Ugy, hogy vdltozdcserét haszndlunk.

sin® x

4.1) —————
sSin® X +€0s” X

dX esetén kiaknazzuk azt a tényt, hogy hatarozott integralrdl van szé,

Il
Ot [y

tehat  elvégezzik az X=E—y valtozocserét és ebbdl az adédik, hogy

sin® x + cos® x
< sin® x+cos® x

X=Jés 2l =1+J =

'—»N\N

T
dx== ami azt
2

z z
_.2[ sin® x -2[ cos® X
- sin® X + cos’ x 4 sin® x +cos® x

T
eredményezi, hogy | ZZ .

b
4.2) Ha f:[0,b—a]—>[0,%) folytonos és a <b akkor mennyiaz | :I e fa()x_fa()b 3
a —a)+ -

NP . o h f(b—x)
integral? Esszeriinek latszik, hogy a tarsintegral J :I

- f(x=a)+ f(b-x)

dx legyen, mert igy

" b f(b—t
|+J:j1dX:b—a.Tovébbéaz | -ben legyen X—a=b—t igy |=_[ (b-1)
2 f(b—t)+ f(t—a)
b-a
—2 .
5. A ,Kirdlyi szabaly” (angolul a szakirodalomban ,,King rule” vagy , King property”):

Ezzel az egyszer(i de nagyszer( szaballyal dltaldnosithaté az el6z6 két mddszer. A szabaly a kdvetkez6:
b

b
I f (x)dx :I f (a+b—x)dx . Ezt azonnal ellendrizhetjik az y =a-+b —X véltozdcserével. Amilyen

a

Tehdt | =J =

egsyszer(, olyan nagyszer( az alkalmazasa. Nézzlink néhany egyszer( példat:

: :
1
5.1) Kiszdmitandé: | =J.;ﬁdx.Akirélyi szabaly szerint | :J. dx =
= 1+1g7°x £1+tgﬁ 7 _x
6 6 2
3 3 3\ 33
J- ! dx:_f#dx:j tgﬁ X dx:J‘ldx—J‘ fl dx=2-1=1="L
ﬁ1+Ctg 714 1 S tgVex+1 " S tgVex+1 2
G s gPx 6 & s
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5.2)  Kiszdmitando: | :Iln(1+tgx)dx. Felirhatd, hogy | :J'In{1+tg (%—tﬂdt =
0 0

T T

= = -
= [in[ 2+ 228 bt = [in—2—dt =[In 20t - [ In+tgtyt = Zn2—1 = 1 = Zin2
0 1+1tgt o l+tgt 0 0 4 8

In(x +1)

1
5.3) Kiszédmitando: I . Itt nem célravezet6 a kirdlyi szabaly azonnali alkalmazasa,
0

V4

4
Vs
hanem el6bb az X =tQy valtozdcserét végezzik, igy azt kapjuk, hogy | = _[ In(1+tgy)dy = 8 In2.
0

6. Sajatos, egyedi mddszerek:

Szamos olyan feladat addédhat, amelyekre nincsenek tipusmaddszerek, ezeket esetenként
kell orvosolni. Nézziink néhdny ilyent feladatot is:

X
COSt
6.1) I , VXeR esetén, akkor értelmezzilk a kovetkezd fuggvényt
—X
e' cost e“cosx e *cos(—x
F(x )—I dt. Kénnyen beldthatd, hogy F'(x)= —+ EX ):COSX . Tehdt
1+¢' l+e l+e

| =F(X)=sinx+C, VXeR esetén.

6.2) Ha f:R—>R, f(x)=x>+x bijektiv figgvény, akkor az 1 =I02 f *(t)dt integral értéke
mivel egyenl6? Mivel f'(f(x))=x, ezért végezziik el a t = f(x) valtozdcserét, és kapjuk, hogy

5
| _J‘ xf(x)dx = J. X(3x? +1)dx_z

6.3) Szamitsuk ki: | = dx . Az 1-X és 1+ X lattan konnyen esziinkbe juthatnak az

O e
|-
+ |1

X | X

.ot t
1-cost = 2sin? > és 1+ cost = 2cos® > képletek. Ez arra 6sztdndzhet minket, hogy elvégezziik

az X=cost valtozdcserét. Ekkor azt kapjuk, hogy | = ZISIn Edt —ZJ‘]ﬂdt —%(7[—2) .
2021 2022 2021 2022
6.4) Szamitsuk ki: | = —————dx . Legyen x=-y igy | = | ———dy=
) | Trooaa - Lesy v ey 1420237 )

-2021 -2021

~ 2(]?1 2023y . y2022d ezért 2| _ ZT:L X2022 1 n 2023X X — 2(]?1 X2022dx _ 20212022
- ) 10 - 142023 1+2023" | 3 B

—-2021 —2021

b
6.5) Szadmitsuk ki: | = J.\/(x— a)(b—x)dx . Nagyon hasznos a koévetkez6 véltozdcsere:
a



X =acos’t+bsin’t mertigy x—a=(b—a)sin’t és b—x=(b—a)cos’t tehat

. b-af . (b-a)’
=(b—a)£smtcost=T£sm 2td(2t)=T .

b
7. Az I=fo(x)dx alaku integral, ahol f folytonos a [a,b] intervallumon ha

f(a+b—x)=f(x), ¥xe[a,b].

as

b b 2
Igazolni fogjuk, hogy I = [ xf (x)dx :a%b [ 09dx=(a+b) [ f(x)dx (*). Elészor is végezziik

b
el az a+b—x=t valtozdcserét, ekkor azt kapjuk, hogy I:(a+b)jf(x)dx—l vagyis

a+b

T2 b

j f (x)dx . Tovabba j f (x)dx = j f (X)X + j f (x)dx és a masodik integréalban djra
2 ab
2

a+b

asb
b

2
elvégezzik az a+b—X =t valtozdcserét, és azt kapjuk, hogy I f(x)dx=2 J‘ f (x)dx és ezzel

igazoltuk a (*) egyenletsor utolso egyenlGségét is.

A bemutatott (*) Osszefliggésnek nagyon sok tovabbi alkalmazdsa van, nézziink
néhanyat:

4

b d i 2
7.1) _[xg(sin x)dx :%jg(sin x)dx :ﬂjg(sin x)dx ahol g(x) folytonos a [0,]
0 0 0

intervallumon. Valdban ha a (*) egyenlGségekben f(x)=g(sinx), a=,b=0 akkor mivel
sin(7—x)=sinx ezért f(a+b-x)= f(x)teljesl.

T xsinx sin x d(cos x
7.1.1) Azonnali alkalmazas: I:I—_Z = I = I ( )2 ahonnan
5 3+sin” x 23 3+sin’ x cos’ x—2
2—cosX |
|=f[|n—} T ing
8L 2+cosx|, 4

T

Vg Vg 2
7.2) ng(cosx)dx:%Ig(cosx)dx:nj'g(cosx)dx ahol g(x) folytonos a [-11]
0 0 0

intervallumon és g(—y)=9(y),VyeR . Ugyancsak a (*) egyenl&ségsort alkalmazzuk az
f(x)=g(cosx) flggvényre, de itt a cos(z—x)=—cosxmiatt az f(a+b—x)=f(x)
teljestiléséhez szlikséglink van a g fuiggvény parossagara.

T i T1+cos2x
7.2.1) Azonnali alkalmazas: | :_[XCOSZ xdx ZEICOSZ xdx :£j+—dx:”— .
J 2] 2372 4

7.3)Ha f folytonos a [-1,1]intervallumon, és f(—x)=—f(x), ¥xeR akkor
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2z 2
| = _[ x? f (sin x)dx = —4ﬂzf f (sin x)dx . Valdban, ha elvégezziik az x = 27—y valtozdcserét,
0

akkor szamolasok utan azt kapjuk, hogy | =—4ﬁj(ﬁ—X) f (sin x)dx . Ha most elvégezziik az
0

X =7 —Y valtozdcserét, akkor szamolasok utan éppen a bizonyitand6 eredményt kapjuk.

z
2

27 2
7.3.1) Alkalmazas: | = J‘ x? sin® xdx = —47r2jsin3 xdx = 4r* (1—cos2 x)d(cos X) :8% :

O N | Y

7.4) Ha f,g folytonos a [-11]intervallumon és g(-y)=g(y) VyeR , akkor igaz, hogy

jxf(sinx)g(cosx)dx:%_[f(sinx)g(cosx)dx . Valéban, ha elvégezzik az Xx=x-t
0

valtozocserét, a  sin(r—x)=sinx,cos(z—Xx)=—-cosx és f(y)=vy,g9(y)=

1+y?’
g(—y) =g(y)alapjan éppen a bizonyitand6 egyenl6séget kapjuk.
7.4.1) Alkalmazés: | = [ " dx = —j _Sinx_ 4 jm Z arctg(cos x) + C
< 1+cos’ X 1+cos’ X 2 < 1+cos’ X 2

8. Inverz fiiggvénnyel kapcsolatos integral:

Igazolni fogjuk, hogy ha f :[a,b]—[c,d] szigordan névekvé, sziirjektiv és folytonos fiiggvény,
b d

akkor I f(x)dX+J- f *(y)dy =bd —ac . Valéban, mivel f névekvs és sziirjektiv, ezért

f(a)=c, f(b)=d . A masodik integrélban az y = f(t) valtozdcserét végezziik, és azt kapjuk,

hogy j f1(y)dy = j tf '(t)dt =

jf(x)dx bc —ad _[f(x)dx

z
2

4
8.1) Alkalmazas: arctg(sinx)dx+jarcsin(tgx):% . Mivel f(x)=arctg(sinx) , és

oty

f :{O,E} —{O,Z} szigoruan novekvd, szirjektiv és folytonos, ezért alkalmazhaté ez el6z6

tulajdonsag.
l+e

8.2) Ha g(x) az f(x)=x+e* fuggvény inverze, akkor mennyiaz | = J- g(y)dy integral?

l+e

A 7. eredménye alapjan J.(X+e )dx + J g(y)dy =1+e, ahonnan | —%

0

9. A Feynman triikk (Leibnitz szabaly):

Ennek a rendkivil hatékony technikanak a lényegét feladatokon keresztil szemléltetjiik.



1 a b
X% —X
9.1) Kiszamitandé: | =J I dx ahol a,beR, rogzitett szamok. A feladat megoldasa
nx
0

1 s b
X® =X
céljabdl tekintsik az I(s)=J‘I—dX segédfliggvényt. Alkalmazzuk a Leibnitz szabdlyt,
nx
0

1ys b 1 s
miszerint: — I (s)=— X X X= d X dx vagyis 1'(s) = j
ds In x 5 ds Inx nx 5 s+1

tehat I(s):In|s+]4+C. De vegyik észre, hogy 1(b)=0 ezért C=-Inb+1 vagyis

a+1

1(s)=

i tehat I =1(a)=In

1
9.2) Szamitsuk ki: .[(xln x)%dx . A feladat megolddsa céljabdl tekintsik az 1(s) = J.X dx
0
¢ d
segédfliggvényt. Alkalmazzuk a Leibnitz szabdlyt, miszerint: 1 '(S) :-[d_ )dx =.[Xs In xdx és
S
0

1
tovabb derivalva kapjuk, hogy 1"(s) =J-xS In? xdx és végil 1"(s) ='[Xs In® xdx . Belathatd,
0 0

] . - 3 3
IgYhatIZI (3):F:@

1 3
hogy | =1"™(3) . Masfeldl 1(s)=—— ahonnan | "'(s) =
&Yy (3) (s) s+1 ©) (s+1)?*

1
Megjegyzés: konnyen belathatd, hogy az Ia:I(XInX)“dxintegréIt is hasonldéan

kiszamithatjuk, Va € R, rogzitett szam esetén.

X
—dx . A segédfliggvény megvalasztasa nem mindig egyszer( dolog.

9.3) Szamitsuk ki: |
tgx

71'

aretg(S 19 4y segedfiigavény lesz j6. Ekkor 1(s) = I;dX—
tox S- tgx) +1

O |y oe— 0y

Most éppen az 1(s)

. Tehat I(S)——In(s+1)+C De I(0)=0=C= Oesl—l(l):—ln2

2()
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