Trigonometriai egyenl6tlenségek algebrai bizonyitasa
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A trigonometrikus egyenl6tlenségek bizonyitdsara szdmos
lehet6séglink, eszkoziink és mddszeriink van. Haszndlhatunk
trigonometriai képleteket, tételeket, geometriai interpretdciokat,
vektorgeometriai eljardsokat, a koordinata-geometria eszkozeit, komplex
szamokat, algebrai kdzéparanyos egyenl6tlenségeket, vagy éppen a
matematikai analizis eszkozeit.

A  tovabbiakban, a trigonometrikus egyenlStlenségek
bizonyitasara egy kiilonds és specialis algebrai mddszert alkalmazunk,
amelynek a neve: dualitdsi elv.

DUALITASI ELV: az a,b,c szdmok akkor és csakis akkor képezik egy
haromszog oldalainak a hosszat, ha léteznek olyan x,y,z>0 szamok,
amelyekre a=y+z,b=z+x c=x+y (D))

Bizonyitas: Legyenek a,b,c egy haromszog oldalai és p:a+_b+c

a haromszog félkeriilete. Ekkor az
a=(p-b)+(p-c), b=(p-a)+(p-c), c=(p-a)+(p-h)

egyenl6ségek miatt az x=p-a>0,y=p-b>0,z=p-c>0 valasztas
megfeleld. Forditva: az a=y+z, b=z+x, c=x+y egyenl&ségekbdl
kapjuk, hogy

X_b+c—a _c+a-b _ a+b-c

) y Z D
5 y 5 > (D,)

és az x,y,z>0 feltétel miatt a haromszog egyenl6tlenség alapjan a,b,c
valdban egy haromszog oldalait képezik. A tovabbiakban jel6lje a,b,c az
ABC haromszog megfelel6 oldalait, p a félkerlletét, r a beirt kor
sugarat, R akoréirt korsugarat, r,, r,, r. a megfelel6 oldalakhoz irt kérok

sugarat, h,, h,, h, a megfelel6 magassagok hosszat.



A dualitasi ( D, ) képletek alapjan néhany fontosabb trigonometriai
képlet a kovetkez6képpen alakul:

_a+b+c

=X+Yy+2

T=.p(p—a)(p—b)(p—c) =/xyz(x+Yy+2)

rabe _ (x+y)y+2)(z+X)

4T A xyz(X+ Yy +2)

r—I— Xyz
p X+Yy+12

r,= T quz(x+y+z) és analégjai,

\/(p b)(p—¢) J és analégjai,
(X+Y)(X+ z)

COS_A p(p a) JX(X+y+z)
2 (x+y)(x+2)

és analégjai,

A 2{xyz(x+y+72)
2 (X+y)(x+2)

sin A=2sin ';cos és analdgjai,

2X(X+Yy+2) 1 X(X+y+2)—yz
(X+y)(x+2) - X+ y)(x+2)

A yz . P
tg—= /— és analdgjai,
2 X(X+Yy+2)

24 xyz(x z
azﬁz Xy2(x+y+2) és analdgjai.
a y+1z

cosA=2cos? 21— és analdgjai

h

A tovabbiakban, a trigonometriai egyenletek bizonyitdsa céljabdl az a
dolgunk, hogy az a, b, ¢, A, B, C haromszog elemeket helyettesitsiik az
X, Y, Z pozitiv valds szamokkal, mert igy minden bizonnyal kdnnyebb lesz
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a bizonyitandd egyenl6tlenség, hiszen a tovabbiakban az x,y,z>0

feltételt  sokkal kénnyebben lehet hasznalni, mint  az
a<b+c, b<c+a,c<a+b illetve az A+B+C=rx feltételeket. igy
varhatdan egy konnyebb feladatot kell bizonyitanunk.

ALKALMAZASOK: A kdvetkezSkben, - a felsorolt képletek alapjan
(jeloljik ezeket (*)-al) — trigonometrikus egyenlétlenségeket algebrai
egyenl6tlenségekre vezetlink vissza.

Igazoljuk a kovetkez6 egyenl6tlenségeket!
1. p=3J3r

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kovetkez6:
(x+y+2)}>27xyz ami nem mas, mint a szdmtani és mértani kdzepek
kozotti egyenltlenség.

2. R=2r (Euler féle egyenl6tlenség)

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kovetkez6:
(X+y)(y+2)(z+x)=8xyz ami nem mas, mint a Cesaro-féle

egyenl6tlenség, aminek a bizonyitdsa a szamtani és mértani kozepek
kozotti egyenl6tlenség alapjan azonnali, hiszen

X+y> 2@, y+z> Zﬁ, z+x>2zx és a megfeleld oldalak szorzatabdl

éppen a Cesaro egyenl6tlenség adddik.
3. p?=12Rr+3r?

Megoldas: A (*) képletek alapjan haszndlva az
XyZ+(X+ Y)Y +2)(Z+X)=(X+ Y+ 2)(Xy + Yz + 2X) azonossagot a

bizonyitandé egyenl6tlenség dudlisa (x+y+2)* >3(xy+yz+2x) vagyis
X2 +y2+ 722 > Xy +yz +2x ami nem mas, mint

(x=y)* +(y-2)°* +(z2-x)* 20

4, sinésinEsinES1
2 2 2 8



Megoldas: A (*) képletek alapjan a dudlis feladat a kovetkez6:

(X+y)(y+2)(z+Xx)>8xyz ami nem mas mint a mar vizsgalt Cesaro-féle
egyenl6tlenség.

5. ar,+br +cr, 26T

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kbvetkez6:

X*y y+2,27X56 vagyis [§+Xj+(l+£j+(§+£j26 ami
z X y y X zy z X

nyilvanvald, hiszen a+=>2 minden pozitiv a szam esetén.
a

6. r—"‘Jrr—bJrr—CZB

ha b C
Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kbvetkez6:

XXV, VT2, 27 %56 vagyis [5+XJ+[X+5J+(5+EJZG ami
z X y y X zy z X

nyilvanvald, hiszen a+=2>2 minden pozitiv a szam esetén.
a

A B, C 1
7. tg—-tg—tg—=<
92929

2733
Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kbvetkez6:

(x+y+2)}>27xyz ami nem mas, mint a szdmtani és mértani kdzepek
kozotti egyenl6tlenség.

8. h,+h +h >9r
Megoldas: A (*) képletek alapjan a dudlis feladat a kovetkez6:

2(x + y+z)(l+£+ijzg ami konnyen beldthatd, ha alkalmazzuk a

X y z

szamtani és harmonikus kozepek kozotti egyenlGtlenséget az



X+Y, Y+2z, Z+x szamokra.
9. r+r+r,29r
Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kbvetkez6:

(x+ y+z)(l+1+1J29 ami nem mas, mint a szamtani és harmonikus
X y z

kdzepek kozotti egyenlStlenség.

10. tgzg+ g B+tg 9>9tg—thth

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dudlis feladat a kovetkezG:

/ \/R Xy>9 oz vagyis (X+y+2)(1+1+1J29 ami nem
X+Yy+12 Xy z

mas, mint a szamtani és harmonikus kdzepek kozotti egyenlétlenség.
2 2 2 2
11 rp+5 +172p

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kovetkez6:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

XYZ| S +—+— [2X+Yy+27 vagyis S +5+—5>—+—+— . Legyen
Xy oz X y* 7t Xy yz

most =b,

E:a, 1 1=C igy bizonyitani kell, hogy
X y z

a’®+b? +c® >ac+bc+ca vagyis (a—b)* +(b—c)*+(c—a)* >0.
A B C
12. tg° —+tg° — +tg° — =1
J 2 g 2 J 2

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kovetkezd:

%+Z—;+%2x+y+z vagyis (xy)? +(yz)? +(2x)* > xyz(x+y+2z) és ha

Xy=a, yz=b, zx=c akkor azt kell bizonyitani, hogy

a? +b? +c? >ac+bc+ca vagyis (a—b)?+(b—c)®+(c—a)’>0.



13. ct92§+ctg2§+ctgzgzg

Megoldas: (*) képletek alapjan a dudlis feladat a kovetkez6:

X 'y z . I T ..
X+y+2)| —+—+— |29 vagyis (X+y+2)(X“+y° +2°)=>9xyz amiigaz,
(x+y )[yz - ij gyis (X+y+2z)(X“+y ) = 9xy g

hiszen a szdmtani és mértani kozepek egyenlStlensége alapjan
X+y+2>3xyz, X2 +y2+ 22 > 3YxPy?2” .

14.£+1+13—3
a b c 2r
Megoldas: a (*) képletek, a szamtani, mértani és négyzetes

kozéparanyosok egyenl6tlenségei alapjan rendre felirhaték, hogy

111 1 1 111 1 1) x+y+z

S+ = + + <= + + = <
«/yz Jzxo Jxy 2\/xyz

a b c y+z x+z y+z 2

15. sinési
2 b+c

Megoldas: Ez a feladat kissé eltér az eddigiekt6l, ugyanis az el6z6
feladatokban a kifejezések a,b,c-ben, igy Xx,y,z-ben is szimmetrikusak
voltak, ellenben most ez nem igy van, ami megneheziti a megoldasunkat.
A (*) képletek alapjan a dudlis feladat a kovetkezé:
X+ Y)(X+2)(Yy +2)* 2 yz[(x+ y) + (X + z)]2 . Vegyiik észre, hogy a kifejezés
mindegyik tagja 4-ed foku, azért osszunk végig x*-el és vezessiik be a

V=X>0,W=—>0 Uj valtozékat. Ekkor, kisebb atalakitasok utan a

X X
bizonyitandé egyenl6tlenség igy alakul: (v—w)?(L+Vv+w)>0 ami igaz.

A bemutatott feladatok alapjan lehet, hogy ugy t(inik, hogy a
dualitdsi elv egy univerzdlis mddszer, amolyan ,svajci bicska”, vagyis
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minden trigonometriai egyenl6tlenség kdonnyen megoldhatd ezzel a
modszerrel. A valdésdagban ez nem éppen igy van, ugyanis konnyen
megtorténhet, hogy a kapott dualis egyenlétlenség bizonyitdsa nem
konnyU, esetleg nehezebb mint az eredeti feladaté. Ez attdl is fligg, hogy
az algebrai fegyvertarunkban milyen médszereink vannak. Nézziink még
egy feladatot.

16. p®>16Rr —5r?

Megoldas: A (*) képletek alapjan a dualis feladat a kovetkez6:
(x+y+12)® +5xyz > 4(x+y)(y +z)(z+X) amit még igy is atirhatunk, hogy
XC+y + 22 +5xyz> (x+y)(y+2)(z+x). Ha jartasabbak vagyunk az

algebrai egyenlGtlenség teriletén, akkor esziinkbe juthat a Schur
egyenl6tlenség egy sajatos esete, a kovetkezd:

X2+ Y2+ 22 +3xyz > xy(y + Y)yz(y + 2) + 2x(z + X) . Prébéljunk ehhez

igazodni. Ezért a bizonyitandd egyenl6tlenséget igy irjuk at:
X+ v+ 22 +3xyz > (x+ y)(y+2)(z+X)—2xyz. De ha kiszamitjuk a jobb
oldalt, azt kapjuk, hogy
X+ Y)Y+ 2)(Z+X)—2xyz =xy(X+Y) + yz(y + 2) + 2X(Z + X) vagyis a
feladatunk tulajdonképpen egyenérték(i a Schur egyenlétlenséggel.

Azt, hogy a helyzet még tovabb bonyolédhat algebrailag, nagyon
jol szemlélteti a kdvetkezd feladat:

17. 2p£3J§R (Mitrinovic-féle egyenlétlenség)

33 A B C 38

sin A+sinB+sinC <——, c0s—C0S—C0S— < ——

2 2 2 2 8
Megoldas: Lehet, hogy meglepéen hangzik, de a harom
egyenl6tlenségnek ugyanaz a dudlis egyenlGtlensége, éspedig a

8 2
kovetkezd: xyz(x+;/+zj g[(Xer)(y;rZ)(ZJrX)} .

Ezuttal is kiderll, hogy nagy hasznunkra van, ha sokféle algebrai
egyenlbtlenséget ismerink. Ellenben most feltdrom, hogy miis a



bizonyitas gerince:

Xyz(x+;/+zj S[(x+ y+z)(gy+yz+zx)} S[(x+y)(y:3—z)(z+x)}

Hat erre bizony nem konnyl egybdl rajonni, éppen ezért piszkalgassuk
meg az egyenlGtlenségeket.

Az els6 egyenl6tlenség teljesiiléséhez elegendd, ha bizonyitjuk,
hogy 3xyz(x+y+2) <(xy + yz + zx)? vagy ha elvégezziik a miiveleteket (ez
gyakran célszer( eljaras) akkor x°y?+y?z® +2°x? > x’yz + xy’z +xyz* . Es
most mar jobban latszik, hogy ha xy=a, yz=b, zx=c akkor azt kell
bizonyitani, hogy a’+b%*+c’*>ac+bc+ca vagyis
(a-b)?+({b-c)*+(c—a)*>0.

A masodik egyenl6tlenség bizonyitasahoz elegendd belatni, hogy
8(X+Yy+2z)(Xy+yz+2x) <9(x+y)(y+2)(z +X). Jobb 6tlet hijan megint

csak azt csindljuk, hogy elvégezziik a mUiveleteket. Ekkor ezt kapjuk, hogy
elegendd bizonyitani, hogy: Xxy(x+Yy)+yz(y+2z)+zx(z+x)>6xyz . A
szamtani és mértani kozepek egyenlStlensége alapjan xy(x+y) > 2xyﬂ,

yz(y+2) > 2yz\[yz, 2x(z+x)>22x2x,
Ha most harom tagra alkalmazva ezt, megkapjuk, hogy

Xy(Xx+y)+yz(y+2z)+zx(z+x) > 3%/2xy\/W2yz\/y_222x\/§ =6Xyz.

A moddszer jobb elmélyitése végett, az érdekl6dé Olvasénak a kbvetkezd

feladatok megoldasat javasoljuk:

. A.B .B.C .C. A 3
1) sin—sin—+sin—sin— +sin—sin—<—
2 2 2 2 2 2 4

A B B C C A9 3 1 1 1
2) C0S—CO0S— +C0S—CO0S— +C0S—COS—<— 3) —<—4+=+=

2 R a b c
4) siné+sinE+sings§ 5) cosé+cosE+cosggﬁ

2 2 2 2 2 2 2 2



A B C 9 A B C
6) cos® —+C0s° —+C0s° —<— 7)tg—+tg— +tg—>+/3
) 2 2 2 4 )92 g2 92 \/_

8) ctg§+ctg%+ctg%23\/§ 9) a+b+c<3\3R

10) ab+bc+ca>3\3R  11) 2p®>27Rr 12) cos%cos%gb£
c

2
13) b+c—a<2bcos> 14) a(b+c)coséz4T 15) 2sin? 2 < —
2 2 2 b +c

Befejezéslil megjegyezzik, hogy ez a dualitasi elv egyben kitiné
lehetéség ara is, hogy Uj feladatokat szerkessziink, hiszen barmilyen
trigonometriai egyenl6tlenségnek felirhatjuk a dualisat, mint 4j feladatot.
Persze az Olvaséra marad annak az eldontése, hogy az eredeti, vagy a
dudlis feladat bizonyitasa kozil melyik az egyszer(ibb.



