Utvonalak szdma, rekurziv szdmlaldssal
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Napjainkban is gyakran taldlkozhatunk olyan feladatokkal, ahol azt kell megszdmol-
nunk, hogy adott pontbdl, vagy pontokbdl kiindulva, adott feltételek mellett hanyféleképpen
juthatunk el egy mdsik pontba, vagy pontokba. Ezen feladattipusok egy masik véltozata az,
amikor azt kell megszamlalnunk, hogy adott feltételek mellett, hanyszor olvashat6 ki egy sz,
egy adott betlielrendezésbdl.

Természetesen, ezen feladattipusok a kombinatorika tirgykorébe tartoznak, de a to-
vabbiakban éppen arra akarunk révilégitani hogy az emlitett feladattipusok hogyan oldhaték
natorikai hdtterére is. Igy minden bizonnyal sokkal érdekkeltObben €és vonzdébban végezhetjiik
a kombinatorika tanitasat, akar mar kisebb osztilyosok esetén is.

1. példa
A mellékelt dbran egy uthalézat lathatd. Jancsi, az A pontban levé A
lakasétdl indulva, a B pontban levo iskoldba a lehetd legrovidebb
uton akar eljutni. Hanyféleképpen teheti ezt meg?

Megoldas: Reménytelen lenne az 0sszes utak bejardsa, hiszen
mint latni fogjuk, ez nem is kevés. Anélkiil kellene megéllapitanunk
ezt, hogy ne kelljen egyenként megszamolni a lehetdségeket.

1.a 4dbra B

Eldszor is vegyiik €szre, hogy az A pontbdl a B pontba vezetd legrovidebb utak éppen azok
amelyek éppen 6 vizszintes €s 4 fiiggbleges racsszakaszbol 4ll6 ,,torottvonalak™, amelyeknek
kezddépontja A, végpontja pedig B. A feladat kérdését ugy is atfogalmazhatjuk, hogy hanyfé-
leképpen juthatunk az A pontbdl a B-be, ha csak jobbra vagy lefele haladhatunk az dthaléza-
ton. A mellékelt (1. b) dbrdn az egyes racspontokra irt szimok A—>1—>1—3>l1 —!"l —H —H
azt mutatjak, hogy az illetd racspontra ( a jobbra vagy lefelé *L y_ *l' _,_,
feltétellel) hany ut visz. Az elsé sor, illetve els6 oszlop racs- ¢ _? i _ﬁ W
pontjaira 1-et kell irnunk. Minden madsik rdcspontra, a kozvet- 1 —s3 _;,.6 -—:-m _;.15 —;q 1 —}aa
leniil felette vagy elétte levo racspontokrol juthatunk, ezért ide J, J,
az eldtte és felette levd két szdm dsszege keriil. ~Lr f \tﬂ' _}’“ _)3 _)i _)i

Igy kaptuk az 1.b 4dbran lathaté szamokat, miszerint
kideriil, hogy Jancsi éppen 210-féle legrovidebb tuton juthat 1751 _}35 70 AL
el a lakdsatdl az iskoldba. 1.b dbra

2. példa A
Ugyanaz a kérdés, mint az el0bbi példanal csupan azzal a véltoztatas-
sal, hogy Jancsi barmelyik utvonalat is vélasztja, mindegyik esetben
at kell mennie az XY- nal jelolt hidon, ebben a sorrendben.

Megoldas: Az XY racsszakaszon athalad6 utak szamat a ko- Y
vetkezdképen hatdrozzuk meg: Az 1. b dbra szerint az A-bdl az X-be
éppen 5 ut vezet. Az X és Y kozott csak 1 at vezet, tovdbba az Y-bol

X

a B-be éppen 6 1t vezet (nézziik meg az 1.b dbra elsd 3 sordbdl és 2.a édbra B
elsé 3 oszlopdbdl all6 téglalap jobb alsé sarkdndl levd 6-ost). Tehat az A-bdl az XY szakaszon
keresztiil a B-be pontosan 6-:5=30 legrévidebb 1t vezet. A

3. példa
A mellékelt 3.a dbrdn egy téglalap alaku foldparcella lathatd. Ennek A .

mez0jébol egy katona l16szert kell szallitson a B mezdbe, a lehetd legrovi-
debb tton. Lépnie csak a szomszédos mezdkre lehet jobbra vagy lefelé,
azonban a €™ -val jelolt mezOket aldaknaztak. Hanyféle képen juthat el a
katona legrévidebb tton az A mez6bdl a B mezdbe anélkiil, hogy aknara
1épne? 3.a dbra




Megoldas: Szintén az el6z6 példak helyzetében vagyunk azzal a

kiilonbséggel, hogy ezittal az ottani racspontoknak most a mezdk ( a kis-

négyzetek), az éleken valé ,,1épésnek” most a mezokrol mezokre vald

1épés felel meg. Akdrcsak az 1. példa esetén is, most is megjeloljiik, hogy

ha csak jobbra vagy lefele 1€piink egyik mezordl egy szomszédos mezo-
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be, hany ut is vezet oda. Ezek szdmat a mellékelt 3.b dbran lathatjuk a
megfelel6 mezdkbe beirva. Ezek szerint a katona pontosan 10+7=17 leg-
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rovidebb uton juthat el az A pontbdl a B pontba. .b dbra

4.példa
Az alabbi harom sakktdbldan rendre egy bastya (B), egy kirdly (K) illetve egy futé (F) akar
eljutni az X- el jelolt mezobe.

B K F

X X X

4.1.a dbra 4.2.a dbra 4.3.a dbra
Minden esetben az illetd babu 1€pési szabdlya szerint tigy kell ennek 1épnie, hogy minden 1¢é-
pése kozelebb vigye a célhoz. Hanyféle képen juthatnak el az egyes bdbuk a célhoz?
Megoldas: Az el6z6 példa mintdjara ezuttal is, az egyes mezokbe irt szamok azt mu-
tatjak, hogy oddig hany ut visz.

B|!1 K F
112 1 1 1
113 2 3 2 1 1 2 1
1|4 1316 7 6 3 1 1 3 3 1
115 10| 16 | 19 16 (10| 4 |1 4 6 4
116 45| 51 45 |30 15 10 10 5
17 141 | 126 | 90 25 15
1|8 357 35
4.1.b dbra 4.2.b dbra 4.3.b. dbra

A 4.1.b- 4.3.b dbrédk alapjan a bastya 8, a kirdly 357, a futé 25-féle képen érhet a célba.
5. példa

Hényféle képen olvashaté ki a MATLAP sz az alabbi esetek mindegyikében, ha minden
esetben az illet abran lathaté M betli(k)-bol kell kiindulni, és a lathaté P betii(k)-be kell ér-
kezni. Lépni csak kozvetlen szomszédos mezokre lehet jobbra vagy lefele, az 5.6.a dbra ese-
tén balra is 1éphetiink, az 5.7.a dbra esetén pedig folfelé is (amikor lehetséges).

M|A|T|L M|A|T M|A|T M

A|T|L A A|T L A|T|L|A|P| [M|A[T|[L][A]|P]

T|L|A|P T|L A A|P T|L|IA P
L |A P P

5.1.a dbra 5.2.a dbra 5.3.a dbra 5.4.a dbra



M
MIA|T|L|A|P d M|a M
altlulale 2k | s M|A|T|A|M
o2 QIR W Mla|T|L|T|a|M
T L|A|P Mla|[T|[L|a|lL|T|A M
L&P MIA|T|L|T]A M I\’I:\:TLAPALT\M
M|AIT|L|A|L|T([A|M MiA|T|L|a|L|T|A|M
AP |
M| A Llalp|alz|rT )!_?l E_A rlo|r|alc
P M|a|T|A M|
M|A|M
5.5.a dbra 5.6.a dbra M 5.7.a abra

Megoldas: Miel6tt megoldanank a feladatokat vegyiik észre, hogy azon kiviil, hogy a
betlik kiilonb6z6 alakzatokba vannak irva, az egyes esetek kozott az a lényeges kiilonbség,
hogy esetenként: egy M betlibdl egy P betiibe érkeziink; egy M betlibdl tobb P betithoz érke-
ziink; tobb M betlibdl indulva tobb P betih6z érkeziink vagy tobb M betlibdl indulva egy P
betihoz érkeziink. Az egyes mezokbe irt szamokat az el6z6 példak mintajara kapjuk:

M|T|1]|1 M1 1 M1 |1 M
1 12|34 1 |23 1 31313 [M[2]2]2]2]2]
1 |3]6 |10 1 |3]6 316 2 1416 8
1 |4 10 3
5.1.b abra 5.2.b dbra 5.3.b dbra 5.4.b abra
M1 |1 ]1 11| ¥ M
11213 |4 |5 M| 3| ’_l‘.“ i
113 (6 |10 mlal7]2m IM Mi
1[4 [10 M| 3 ?|_‘
M2 |4[15|4|2|M - :
1[5 M| A 16|94 16 L
] Ml2|4|8|3|8|a]2 M M| 31 M|
o [ne|2] 4|6 |16|eafie]|s]a]2|n] ]£| .
lM M
5.5.b dbra 5.6.b abra ¥ 5.7.b abra

Tehat a MATLAP sz6, az egyes esetekben, 10, 10, 3+6+3=12, 8+2=10, 1+5+10+10+5+1=32,
63, 31+16+31+16=94 (1asd az 5.6.b dbra alsé két soranak kdzepét) médon olvashato ki.

6. példa
Ugyanaz a kérdés mint az el6z6 példa mind a 7 feladata esetén csak ezuttal, minden 1€pésnél
irdnyt kell valtoztatni!

Megoldas: Az 5.1, 5.2 és 5.3 feladatok esetén mindharom esetben éppen 1-szer olvas-
hat6 ki. Az 5.4 esetén egyszer sem olvashat6 ki, az 5.5 feladat esetén 2-szer, az 5.6 feladat
esetén szintén 2-szer (a 4. sor egy-egy M betiijébdl indulva), az 5.7 feladat esetén pedig 4-szer
olvashato6 ki (a 4. és 8. sor két-két M betlijébdl indulva).

7. példa
Hényféle képen olvashato ki a kovetkezo elrendezésekben a FELADAT sz6, ha csak lefelé, és
rézsut balra, illetve rézstt jobbra haladhatunk?

F F
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E E L L L AENENERER
L L L |_ A A A A Ei Alalalala
Al _Jal dal 1A o| |[o| [o p|o|po|p|p
D D| (Db} |D] |D A A Alala
Al JA)l 1Al Al Al 1A T T
[T] I [l =] |zl [Tl I7]

7.1.a dbra 7.2.a dbra 7.3.a dbra
Megoldas: Az elézéekben alkalmazott szamozasi modszert alkalmazzuk figyelembe

véve, hogy most hdrom irdnyba Iéphetiink. Azokat a mezdket, amelyekre nem 1épiink (tehat

foloslegesek), besotétitettiik, az érkezési mezoket — akar csak eddig is- enyhén arnyékoltuk.
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7.1.b dbra 7.2.b dbra 7.3.b dbra
Tehat a FELADAT sz6 az egyes esetekben 1+6+15+20+15+6+1=64, 20 illetve 121 médon
olvashato ki.

Erdemes megjegyezni, hogy az érdekl3d6 Olvasé konnyen alkothat a dolgozatban be-
mutatottakhoz hasonlé feladatokat, ha valaszt valamilyen sz6t, alakzatot amiben a betliket
elhelyezi, és 1€pési szabdlyt, esetleg egyéb kikotéseket.

Végezetiil dlljon itt egy, az elébbiekhez hasonld, de mégis kiilonos feladat:

8. példa
Az alabbi médon helyeztiik el a FOISKOLA fényreklamjat:
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Hényféle képen villanhat fel a FOISKOLA 8 betiije, ha minden betii kétféle szinben villanhat
fel és a legfelsd betlibdl kiindulva mindig a kivildgosodé betii alatti sorban levd, a hozz4 leg-
kozelebbi két betli koziil az egyik villan fel?

A feladat megoldasat (és a 2728 eredményt) a [7]-ben is megtaldlhatjuk (215. oldal). A
bemutatott témakor irdnti érdeklédd Olvasok az [1]-[8] konyvekben még tovabbi feladatokat
talal.

—
(=1}
L=}

A feladatok kombinatorikai hattere

Sokunkkal megeshetett, hogy a [8]-ban, az-az a ,,régi” X. osztdlyos algebra tankdnyv
59. oldalédn, a fakultativ részként megjelolt ,,A Cf szdmok mértani értelmezése” rész folott
esetleg konnyen étsiklottunk. Ez azért lenne sajnélatos, mert az 1. példa megoldasa éppen a
C?.. =Cp =210mértani alkalmazdsa. Ha ebben a példdban a vizsztintes sorok (nem a ,,vona-
lak!) szamét (n-k)-nak, a fiiggéleges oszlopok (nem a ,,vonalak™!) szdmat k-nak vessziik,
akkor az A-bol a B-be vezetd legrovidebb utak szdma éppen C(kn_k)+k =C*. Amennyiben a

. sy [ £75es —k —k ., . . . ,
sorok €s oszlopok szdmat folcseréljiik, akkor a C,,_,, =C,™ alapjan szimmetria miatt, mér-

tani dton is beldthaté a C' =C"™" dgynevezett ,kiegészitd kombindcids képlet” Ezt jobban
megértjilk (vagy éppen ezért is nem kell csoddlkoznunk), hogy ha megfigyeljiik az 5. példa
5.1.a és 5.2.a feladatait, ahol az eredmény mindkét esetben 10.

Erdemes azt is észrevenniink, hogy az 1. példa (és igy az 5.1.a és 5.2.a példa is) meg-
oldhat6é az ugynevezett ismétléses permutdcidval. Az 1. példa esetén minden legrévidebb it
keresése esetén egy kiolvasdshoz 4 1épést lefelé, 6 1€pést jobbra kell tenniink. A lehetdségek

10!
e treeess N RPTR - . ph6 _
szamat ,I111jjjjjj” betlik permutdciéi adjak, ami képletesen: P, = 416!

=210a mar ismert
eredmény. (Ismeretes, hogy n!=1-2-3-...-n, és 0!=1). Ezdltal azt is felelevenithettiik, hogy
Cf =P isigaz.

Az eldbbiek alapjan tehat az 5.1.a és 5.2.a esetén a megolddsok szama éppen



32 _ p23 _ 5!
K =K"= ETEY
példaval ellentétben, itt a rdcspontok a ,.kisnényzetek” kozéppontjainak felelnek meg. A kiol-
vasandé MATLAP sz6 ugyan 6 betlibdl all, de mivel ezek a racspontok, igy a kozottiik levo
egyenkénti egymads utdni tdvolsdgok Osszege csak 5. Az 5.1.a feladat esetén jobbra 3 ,betii-
koz” van, mig lefele 2 ,,betlikoz”. Az 5.2.a feladat esetén forditva. Ezért alkalmaztuk az ismét-
1éses permutaciot, a mar leirt szamokra.

A 3.,5.és 7. példa egyes feladatainak a megolddsdban megfigyelhettiik, hogy a mellé-
kelt abran lathat6 dgynevezett ,,Pascal-féle harom-

=10. Fontosnak tartjuk kihangsilyozni, hogy ez utébbi két esetben, az 1.

1 1 sz0g” szamai jelentek meg. Ennek egyik sajatossdga
L az, hogy egyes szamai, a folotte levd bal- illetve jobb
1 4 6 4 1 szomszéd szamok Osszege. Tovabba az is ismert tény

hogy az egyes sorok szdmai éppen az (a+b)’, (a+b)’,
------ : : (a+b)?, (a+b)’ (a+b)*, (a+b)’, (a+b)° dgymond kifej-
tésében az egyes tagok egyiitthat6i. Ily médon az dgynevezett ,,Newton binomidlis képlet”
hidnyéban, a X. osztdlynal kisebb osztdlyos tanuldk is kiszamithatjdk az (a+b)" kifejtését, csu-
pén a Pascal haromszog segitségével (természetesen, ha ,,n” nem tul nagy szam).
Az elébbi, Pascal-féle haromszog egyes sordban szerepld szamokat még ,.binomidlis

egyiitthatknak™ is nevezziik, képletesen ezek C*-val egyenl8ek (ezt még (ﬁ) moédon is jelo-

!
lik), és a X. osztdlyban a L — képlettel szamoljuk ki.
k' (n—k)!
Az 5.5.a feladat megolddsa kapcsdn megjegyezziik, hogy a lehetdségek szdmat az
ugynevezett ismétléses varidcioval is megkaphatjuk. A kiolvasdsi lehetOségek szdma

V) =2°=32, ugyanis az M-t5l a P-ig 5 1épésben juthatunk el, minden 1épésnél 2-féle vélasztasi
lehetdségiink van, a két irdny.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy az érdekl6dd Olvasé még sok szamos kombinatorikai
Osszefiiggésre bukkanhat, amelyek a bemutatott feladatokhoz kapcsolédhatnak.
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