Variaciok egy egyenldtlenség kapcsan
Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Mint a régebbi, mint az djabb alternativ tankonyvekben valamint szdmos feladatgylijte-
ményben, a matematikai indukcid tanitisa fejezetben megtalédlhaté a kovetkezd feladat:
1. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezd

egyenlétlenség: 135 @n=3) @nzDh 1 (v.6.: [11, 121, [3])
2:4-6-...-(2n—-2)-2n) 2n+1

A feladat egymagédban nem rejteget semmilyen nehézséget, matematikai indukciéval (roviden M.i.)

konnyen megoldhatd, hiszen n= 1 esetben — < T nyilvanvaldan igaz, és a M.1. szerint elegendd

2n+1 1

ha beldtjuk, hogy \/ﬁ T J2n+3
n n

ami igaz allitds. A feladatra ellenben létezik egy nagyon egyszerll és otletes direkt bizonyitds is
(v.0. [13]): 4k* —1< 4k’ = Rk-DR2k+1< (Zk)zés Osszeszorozva ezeket az egyenlot-

o 2n+1DR2n+3)<s 2n+2) o 3<4

lenségeket k € {1, 2,y n} értékekre Osszeszorozva éppen a kért egyenldtlenség négyzete adodik.

Mindezek mellett az egyenldtlenség bal oldaldn 4116 kifejezés még sok szdmos egyenldt-
lenségben megtaldlhat6, és mint latni fogjuk, a fenti egyenl6tlenség joval mélyebb gyokerekkel
rendelkezik mint ahogyan az elsd latdsra gondolnank. A tovédbbiakban éppen ezekre a kapcsolatok-
ra fogunk rdvildgitani, és eljutunk az egyenlGtlenség természetes ,.kornyezetéhez” is, ahonnan
szarmazik. A kifejezések konnyebb kezelhetOsége kedvéért vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

1-3-5-...-2n=3)-2n—-1)= 2n—-DN¢s 2-4-6-...-(2n—2) - (2n)= (2n)!! ahol a
o _ 2n-DH!
,.dupla felkialtSjelt” ezittal , faktor-faktor” széval olvassuk ki. Legyen tovdbba: E n= W .
n)..

Az eldbbi feladat kapcsan még a kovetkezd feladattal is talalkozunk:
2. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezo

1:3:5-..-(2n-3)-2n=1) I

egyenlOtlenség:
2:4.6-...-(2n=2)-(2n) 2n
| 1
Az elsé latasra a feladat trividlisnak tinhet, hiszen az < nyilvdnval6 egyenlétlen-
N2n+1 +2n

ség alapjan az 1. feladat élesebb (szigoribb) egyenlStlenséget fejez ki mint ez utébbi. Mindez elle-
nére, a feladatnak megvan a maga érdekessége (v.0. [4] ) hiszen ha a M.i. médszerével akarndnk

I 2n+l 1
bebizonyitani, akkor az 1. példa esetén is ellendrizendd 1épés \/— < vagyis
2n 2n+2 2n+2

(2n+1)>< 4n(n+1) & 1< 0 hamis 4llitashoz jutnank. A [4]-ben is kihangstlyozzak, hogy a
M.i. médszere alkalmazdsakor taldlkozhatunk olyan esetekkel is, amikor egy szigortibb (élesebb)
egyenldtlenség bizonyitasat sikeresen elvégezhetjiik, ellenben egy kevésbé szigori egyenldtlenség
bizonyitdsdra a M.i. nem alkalmas. A 2. feladat bizonyitdsat természetesen az 1. feladat bizonyit4sa
altal kapjuk meg (tehat el6bb egy kevésbé éles egyenldtlenséget bizonyitunk), majd felhasznaljuk a

| 1
tranzitivitast (a lancszabdlyt), miszerint < nyilvdnvaldan igaz.
V2n+1 ~2n

Az eldz6 feladatok kapcsan természetesen meriilt fel az az elvards, hogy az En kifejezésre

az elébbieknél élesebb (szigoriibb) egyenlétlenségeket kapjunk. fme egy ilyen egyenlStlenség:
3. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezo

1:3:5....(2n=3)-@2n=D) __ 1
2:4-6-...-2n—-2)-2n) ~ J3n+1

egyenlOtlenség:

(v.6.: [3], [3])



A feladat bizonyitdsa konnyedén megy a M.i. -val , hiszen elegendd ellendrizni a kovetkez6 egyen-

1 2n+1 1
18tlenséget: < ami a 0< 7 nyilvanval6 egyenldtlenséghez vezet.
V3n+l 2n+2 3n+4

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy az En kifejezésre 1étezik-e jobb felsd becslés és ez bizo-

nyithat6-e a M.i.-val. Ennek a megvalaszoldsat késdbbre halasszuk, hiszen akkor mar tobb mas
informdcié birtokdban lesziink. Ellenben most egy olyan természetes elvardsra probdlunk vélaszt

adni, amely az En kifejezés alsé korldtainak megallapitdsdra irdnyul.
4. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezo
_— 1 1.3-5-...-(2n=3)-(2n—1)
egyenl6tlenség: <
Vvan+1l  2-4-6-...-(2n-2)-(2n)
5. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezd

| <1-3-5-...'(211—3)'(271—1)

egyenlStlenség: <
Jan = 2:4-6-...-(2n—2)-(2n)
Ezittal is konnyen beldthatd, hogy az utébbi egyenldtlenség az élesebb (szigortibb), hiszen nyil-
|

1
vanvaldan igaz, hogy: < \/— . Az 2. feladat ,,érdekességébdl” tanulva azonnal fel is

Van+1 4n

merill a kérdés, hogy melyik feladat bizonyithaté a M.i.- val ? Ezittal nincs semmi meglepetés,
mindkettd igazolhat6 a M.i.-val. Az 5. feladat igazoldsa végett, a M.i. alapjan elegendd ellendrizni,

) I _ 1 2n+l
ogy <
Van+4 4n 2n+2

Az 1d6k folyamdn a matematikusok réjottek, hogy a M.i.-val nem lehet 1ényegesen 4ttérd
eredményt bizonyitani, igy mds, szebbnél szebb bizonyitdsi médszerek keriiltek eld.
6. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szdm esetén igaz a kovetkezo

I L 135 @n=y Q= 1
egyenl6tlenséglanc: < < v.0.: [5],

2Wn T 2:4-6-..-2n=2)-2n)  2n
Hamar rajohetiink arra, hogy a baloldali egyenlétlenséget az 5. feladatban M.i.-val bizonyitottuk, a

jobboldali egyenldtlenség a 2. feladat, amit az 1. feladat és a tranzitivitdssal ugyancsak M.i.-val
bizonyitottunk. Ezittal a M.i. médszerétdl kiilonbdz6 mddszerrel bizonyitunk!

a+k

b+k

35 2n—-1 2 4 6 2n
zasaval (k=1 értékre) kapjuk, hogy —-—-—- .

246 m 357 7 1
11 1 1

< — vagyis £ < —== (persze az £ < ——= is bizonyitott).
n+l1 2n \2n V2n+1
135 2n-1 124 2n-2

Teljesen hasonléan —-—+—-

467 T2 235 7 -1

o dn(n+1)< (2n+1)* & 0<1 ami igaz 4llitas.

a
Konnyen beldthatd, hogy ha 0< a< b és k>0 akkor —< is igaz. Ennek az ismételt alkalma-

ahonnan kap-

juk, hogy E; <

ahonnan hasonléan kapjuk,

1 1
hogy Ef > — vagyis En > (itt mar nem ,,gyengitettiik” az egyenlGtlenséget).
4n \4n

7. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezd
N 2o <1.3.5 2n=3)-@2n-1) _ V31 I,
egyenl6tlenséglanc: . < v.0.: [4],
2 J2n  2:4-6-...-(2n—-2)-(2n) 2 \2n

Ezittal is belathato, hogy a kiilalaki rendezéstdl eltekintve a baloldali egyenlétlenség ugyancsak a
M.i.-val bizonyitott 5. feladat egyenldtlensége, ellenben a jobboldali egyenlétlenség az eddigieknél
madsabb jellegli. Az A. O. Gelfond orosz matematikus bizonyitdsa roppant Otletes és egyszerii:




£ ¥ 35 @2n-1)" 1 3 5 (2n—-1)* 1

e e s ST I R . *—— . De minden
2 47 6 (2n) 2 2-4 4.6 (2n-2)-(2n) 2n
_1\2 _1\2
k> 1 egész szdm esetén (2k=D = (2k 12) >1 ezért Ej> —- i ahonnan az
(2k=2)-(2k) (2k-1)"-1 2 2n
—_— . 2 —
En> —2 ! addédik. Masfeldl, a (2k=D (3k+1)= (2k) 3 1< 1 egyenldtlenség
2 2n (2k) (2k)
y » 3 3557 2n-1)-2n-3) 2n-1 3 1
alapjan, Enz T T e 5 . 5-< —-—— ahonnan az
22 4" 6 (2n-2) (2n") 4 2n
E 0 < —3 . ! egyenlGtlenség adodik. A bizonyitott megkozelitések kellden ,,erdsek”, hiszen a
2 \2n
. 11 [3 ,
igaz a kovetkezd becslés: \/; : En € [5; 5 E ) és ez utdbbi megkdzelitdleg egy 0,11237...

hosszisagu intervallum, ami azt jelenti, hogy a becslések val6ban ,.élesek”.

Mindezek ellenére, a 3. és az 5. feladat 6sszevondsidbdl a kovetkezd egyenldtlenséglanc
jobboldali becslése élesebb korldtot ad, mint az el6bbi becslés:

8. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezo

o 1 1 1:35..-2n=3)-2n-1) 3 1
egyenl6tlenséglanc: ~ —- < < :

2 In  2-46-..-2n-2)-2n) 3 +n
A baloldali egyenldtlenség a 3. feladat, a jobboldali egyenldtlenség pedig az 5. feladat ,,gyengitésé-

1 1 B3

bol”  szarmazik, hiszen Ens < = : és vegyiik észre, hogy
Bn+l a3 n

NCE

3
?< 5 . \/; és megvan az az érdekessége is, hogy a 2. feladathoz hasonldan a 8. feladat jobb-

oldali egyenldtlensége ezuttal sem bizonyithaté M.i.-val.

Az id6k sordn természetesen meriilt fel olyan (an ) a1 €8 (bn ) 4>1 sorozatok keresése, ame-

lyekre a, < \/; : En < bn tigy, hogy lim a,= lim bn és ez a kozos hatarérték véges szam.
n—soo n—oo
Eléggé hosszas szdmolasokkal, de elemi médszerekkel a [8]-ban megtaldlunk egy vélaszt:

9. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezo:
1 [2n-1 1 1:3:5-...2n-3)-Q2n-1) 1 1
. . < < .
Nz N 2n n-x, 2:4-6-...2n-2)-(2n) Jr N

2n . W 4n 4 , . sinx .. 1gx
ahol X = —-SIn— és y, = — -1g — tovdbb4 ismeretes, hogy lim = lim =1
4 2n V4 4n =0 x o 0 x
, , , : o
Igy a dupla egyenl6tlenség alapjan azonnal adddik, hogy llm\/; . En = T ami megkozelitdleg
n—oo T

0,5641...és mint lathaté nagyon kozel all a 7. és a 8. feladat egyenl6tlenségei alapjan kapott

7 1V3 11

3

-E WElzs— )l = \/: ) becslésekhez. Ezek alapjan most mar konnyebben beldtha-
2 3 2 2 \2

td, hogy miért nincs sok esély arra, hogy n>1 esetén a 7. és 8. feladat korlatait elemi médszerekkel

,lényegesen élesithessiik”. Természetesen, ha lemondandk az n 21 kikotésrol, és pl. az n >2 felté-

1 1
telre cserélnénk, akkor az als6 korlatot pl. ———== alakban keresve, ebben az esetben a
\Van \Na-n



»legjobb” a érték — =3,555... és ha az n 22 feltételt tovdbb gyengitenénk, szdmitégépes prog-

rammal ellendrizhetd, hogy ez az a dlland6 nagyon lassan csokkenne. Ugyanilyen helyzettel dllunk

1 1
szembe, ha a jobboldali, fels6 korlatot prébalnank élesiteni. Nyilvdnval6an a \/— és \/7
3n+1

sorozatok alakjat (a fiiggvény képletét) is valtoztathatnank, de az eldbbiekben, a hatarértékkel bi-
zonyitottak alapjan lathatjuk, hogy elemi mddszerekkel 1ényegre tord 1épést nem tehetnénk.

A matematikai analizis eszk6zeivel megfogalmazhatjuk és bizonyithatjuk a targyalt téma-
korben az egyik ,,legjobb” dupla egyenldtlenséget, ami nem més mint a Wallis-formula bizonyit4-
sandl a leggyakrabban hasznélt dupla egyenl6tlenség.

10. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szdm esetén igaz a kovetkezd

1 2 1.3:5.-2n=3)-2n=1) 1 1

egyenldtlenséglanc: : < < .
Jr \2n+1 " 2:4-6-..-2n=2)-2n) ~x n
A bizonyitds fontosabb 1épéseit a [9], [10], [11], [13], [14] alapjan mutatjuk be.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: [ m = sin™ x dx . A parcialis integraldsi médszerrel rekurziv

modon, a M.i. médszerével levezethetdk a kovetkezd eredmények:

; _135..@n=3)-@n-1) 7 246
20 4.6-..-(2n—-2)-(2n) 2 2T 3 s 7

. Tovabba mi-

, 7T s . 2ntl . 2n . 2n-l .
vel minden x € [0, E] és n € N esetén igaz, hogy SIn X< sSInT x< Sin X amit a

T
[0, — ] intervallumon integrdlva, és az eldbbiek szerint behelyettesitve az 1 D] ? 1 o Ji oy ETtE-

keit, rovid szamolasok utdn éppen a 10. feladat egyenldtlenségeit kapjuk. A 10. feladat alapjan a

{1-3-5-...-(211—3)-(2n—1)}2l

hires Wallis formula a kovetkezé: llm

nse | 2.4-6-...-(2n—2)-(2n) n
. ) o @En-DI! 1 2
A Wallis formuldnak tobb alakja is van, példaul: —————= —J sin”"x dx, vagy
en)!  x
2n)!! T n (2i)* T
lim — vagyis lim - =— ¢&s ez végtelen szorzat
e (2n-DIN2n+1 "—>°°I,—1[(21 DQi+1) 2

r_ 2244606

formgjdban: —=—+—+—-—+—-—" .. Ez a felirds a 7 szdmnak csupan egyik eldallitdsi

2 133557

lehetdsége, szdmos mds érdekes eldallitdsi lehetOséget a http://hu.wikipedia.org/wiki/Pi (szdm)
webcimen taldlunk. Erdemes megjegyezniink, hogy a 10. feladat egyenldtlensége igy is irhato:

2n)!!
(n+ %) < (2(—)1)” < A/7ZTn ami aszimptotikus megkozelitésként a kovetkezd alakba irha-
n—1):.
2n)!!
té: (2(—)1)” = /z(n+6) ahol 0< B< % Létezik ennél ,,finomabb” aszimptotikus megkozeli-
n—1):.

tés is (v.0. [12], [14]) miszerint i < 0O< % , ami a kovetkez6 egyenldtlenséglancbdl adddik:

11. feladat: Mutassuk meg, hogy barmely n > 1 természetes szam esetén igaz a kovetkezd

. B (2”) 1 .
egyenldtlenséglanc: ;z(n +— D ” (n+ § (v.0. [14]).



Mint az egyenldtlenségldnc mint annak a nagyszerl bizonyitdsa Dr. Téth LaszI6tol, a Pécsi
Tudomanyegyetem Természettudomdnyi Kardnak tanszékvezetd docensétdl szarmatik:

2n)!! 1 2n)!! 1

7

legyen X = és = . A 10. feladat dupla

e L T @

egyenldtlensége alapjan azonnal lithat6, hogy lim X, = lim Y, = L. Tovébba egyszerii szamola-

X—>o0 X—>o0

sokkal azonnal igazolhatd, hogy X, <X és y <Yy .. Es mivel egy konvergens és szigortian

n+l
csokkend (ndvekvd) sorozat dltaldnos tagja kisebb (nagyobb) mint a hatarértéke, azért az egyenldt-
lenséglanc madris bizonyitott.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a Wallis-formula a matematikdban nagy fontossdggal

|
rendelkezo lim+ = lﬁgynevezett Stirling-formula bizonyitdsdnak egyik fontos lanc-
e [EJ 27N
n

szemét képezi.
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