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Variaciok egy logikai feladat kapcsan
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Egy 1Q tesztben a kovetkezd feladvannyal talalkoztam:

[]

1 9 14 ?

Milyen szam talal a kérdgjel helyére? Indokold meg a valaszodat!

Hosszabb-révidebb gondolkodas utan rajoviink, hogy kell legyen kapcsolat a
szamok és a rajzon lathato négyzetek kozott. Pontosabban, réajohetiink arra, hogy
a szdmok az illet6 abran lathato négyzeteknek a szamat jelolik. Ezutan tehat
az a kérdés, hogy hany négyzet lathato a 4 x 4-es felosztason? Ebbdl a célbol
gondolkozhatunk lépésrdl lépésre, analitikusan, vagy altaldnosan, globalisabban,
ugymond szintetikusan.

Nézziik elbb analitikusan: Az 1 x 1-es négyzetbdl van 16; a 2 x 2-es négyzetbsl
minden sorban van 3, ez 6sszesen 9; a 3 X 3-as négyzetekbdl a négy sarokban van
4, és végiil a 4 x 4-es négyzetbsl van 1. Tehat Osszesen: 16+9+4-+1=30 négyzet
lathato, vagyis a kérdgjel helyére 30 keriil. Jatszodjunk egy kicsit a megadott és a
kapott szamokkal! Eszrevehets, hogy

5=4+4+1=2%+12
14=9+4+5=9+4+1=232+22412
30=16+9+4+1=42+3>+2%+12
Igy azt sejthetjiik, hogy az 5 x 5-6s felosztas esetén az Abran 52+424+324224+1% = 55

négyzetet latnank. Ezért természetesen meriil fel, hogy altalanositsuk a feladvanyt
n x n kisnégyzetre:



124 Tuzson Zoltdn

1. feladat. Legyen n > 1 természetes szam. Egy négyzetet, az oldalakkal par-
huzamos vonalakkal felosztunk n x n kisnégyzetre. Hany négyzet lathato ezen az
abran?

Megoldas. Az el6z6 megoldas gondolatmenetét kovetjiik: Az 1 x 1-es kisnégyzetek-
bél éppen n x n = n? darab taldlhat6. Most nézziik a 2 x 2-es méret( négyzeteket.
Ezekbdl soronként n — 1 darab van, és lefele n — 1 sorunk lesz, ezért Gsszesen
(n—1) x (n —1) = (n — 1) darab 2 x 2-es kisnégyzetiink lesz. Ezt az eljarast
folytatva az (n—1) x (n—1)-es négyzetbdl, 2 sorban, soronként 2 van, azaz 6sszesen
2 x 2 = 22. Végiil az n x n-es négyzetbdl 1 darab van, és ezzel megkaptuk, hogy
az n x n-es lathatd négyzetek szama

n(n+1)2n+1)

P4+224+3% 4+ + (n—1)+n?= 5

A megoldas soran szintetikusan is gondolkodhattunk volna, példaul igy: Jeldljiink
ki a négyzetracs bal fels§ sarkaban egy k x k nagysagu négyzetet. Ezt a négyzetet
egyesével (n—k)-szor lehet jobbra léptetni a négyzetracs jobb oldalanak az eléréséig.
Ha ehhez a szdamhoz hozzaadjuk a kezdeti 1 poziciét, akkor megvan a vizszintesen
megszamlalhato négyzetek szama éppen (n — k + 1). Mivel négyzetracsrol van szo,
ezért, fiiggSlegesen, az oszloponként is ugyanennyi van. Innen adédok tehét, hogy
az Osszes lathato négyzetek szama:
n
dtn—k+1)?=n"+n-17+.. +2°+1%= n(n+1)6(2n+1).
k=1

Ezek utan nézziik az (1)-hez nagyon hasonlo, kivetkezs logikai feladvanyt!

[]

1 9 36 ?

Milyen szam talal a kérddjel helyére? Indokold meg a valaszodat!

Hosszabb-kevesebb gondolkodés utan rajohetiink, hogy az el6z6 feladatban le-
v$ 5-0s helyett most azért van 9-es, mert még hozzaadodik 4. Vajon ez mi lehet?
Belathato, hogy a (2)-es abrasor 2. rajzan még 4 téglalap is lathato. Innen adodik
az Otletiink, hogy ezuttal ne csak a négyzeteket szamoljuk Gssze, hanem a latha-
to téglalapokat! (a négyzet is téglalap). Itt is, ha jol megfigyeljik az 1, 9, 36
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szamsorozatot, okoskodhatunk egy kicsit. Felirhatjuk, hogy: 9 = 32 = (1 + 2)2,
36 = 62 = (1 + 2+ 3)? és ha ez igy folytatodna, akkor a kérdGjel helyére
(142 +3+4)2 = 10> = 100 kellene. Ez tehat a negyedik rajzon lathato tég-
lalapok szama, amit modszeres szdmléalassal, de nyilvan hosszabb id§ alatt, anali-
tikusan is megkaphatunk. Ennek alapjan konnyen megfogalmazhatjuk a feladvany
altalanositasat n x n kisnégyzetre.

2. feladat. Legyen n>1 természetes szam. Egy négyzetet, az oldalakkal parhu-
zamos vonalakkal felosztunk n x n kisnégyzetre. Hany téglalap lathatd ezen az
abran?

Ezuattal két kiillonb6z6 megoldast is mutatunk.

1. megoldas. Az alakzat szimmetridja miatt elegendd a téglalapok 4tloit az Gssze-
szamolni. Az n x n-es felosztast négyzetben (a keriiletét is beleértve) Gsszesen
(n+1)x (n+1) = (n+1)? racspont van, amelyekbél atlok indulnak ki. Egy racs-
pontbol Gsszesen n x n = n? 4tlo huzhatd, mert a sajat soraban és oszlopaban levé
végpontok kivételével barmelyik végponttal dsszekothets. Ezért (n + 1)2 x n? az
atlok szamanak a kétszerese, igy hat n?(n + 1)2/2 téglalapatlé van. Mivel minden
téglalapnak két 4tloja van, azért az abran lathato téglalapok szdma n?(n + 1)2 /4 =
(n(n +1)/2)%. Ha figyelembe vessziik, hogy 1+2+3+...4+(n—1)+n=n(n+1)/2,
akkor méris 6sszhangba jutunk a (2)-es feladvany megoldéaséaval.

2. megoldas. Minden téglalapot ugy jellemezhetiink, hogy megadjuk a ,kis tég-
lalapok” két-két parhuzamos oldalat. A ,fiiggSleges” oldalparokat (n + 1) egyenes
koziil valaszthatjuk ki. Az (n+1) egyenesb6l 2 egyenest C2 1 mbdon lehet kivélasz-
tani. Ugyancsak C2 41 modon valaszthato ki a téglalap két ,vizszintes” oldalparja
is. Osszesen tehat C2,; x C2,, = (C2,,)? = (n(n+1)/2)? téglalap lathato az
abran.

Erdekes osszefiiggés az, hogy

2
1 , .
(1+243+..+(n—-1)+n)= <%) =1342343% 4 4+ (n—1)P2+nd,

ami késgbb is elGkeriil.

Megjegyzés. Konnyen belathato, hogy ha a (2)-es abra rajzain a négyzet helyett
mind téglalapokat vesziink, akkor is igaz marad a 2. feladat allitasa és megoldasai.



126 Tuzson Zoltdn

A tovabbiakban gondolkozzunk el, hogy az 1.-2. feladatok miként altalanosit-
hatok tovabb is a feladatokban szerepld adatok valtoztatasaval.

Az 1. feladat altalanositasa céljabol a négyzet helyett tekinthetiink egy a x b
méretii téglalapot, és azt osszuk fel kisnégyzetekre. Ekkor az altalanosabb feladat
igy néz ki:

3. feladat. Legyenek n > 1, a,b természetes szamok. Egy a x b méreti téglalapot
az oldalakkal parhuzamos vonalakkal felosztunk a x b kisnégyzetre. Hany négyzet
lathato az dbran?

Megoldas. a megoldas végett ezittal is alkalmazhat6 az 1. feladatra adott szinte-

tikus megoldas, miszerint ha kijeloljiik a téglalapracs bal fels§ sarkdban egy k x k

nagysagu négyzetet, ezt egyesével (n-a)- szor lehet léptetni jobbra, tehat az eredeti-

vel egyiitt (n-a+1) négyzetiink van. Teljesen hasonléan lefele (n-b+1) négyzetiink
n

lesz. Ezért a lathato négyzetek szama éppen > (a —k+1)(b—k +1). Amennyi-

k=1
ben a = b = n, agy visszakapjuk az 1. feladatot.

A 2. feladat altalanositasa céljabol ezuttal is tekintsiink egy egy a x b méreti
téglalapot, és azt osszuk fel kisnégyzetekre. Ekkor az altalanosabb feladat igy néz
ki:

4. feladat. Legyenek n > 1, a,b természetes szamok. Egy a X b méretd téglalapot
az oldalakkal parhuzamos vonalakkal felosztunk a x b kisnégyzetre. Hany téglalap
lathato az dbran?

Megoldas. Kovethets a 2. feladatnak akarmelyik megoldésa, de talan révidebb
és atlathatobb a mésodik megoldésa, miszerint minden téglalapot tgy jellemezhe-
tiink, hogy megadjuk a ,kis téglalapok” két-két parhuzamos oldalat. A ,fiiggsleges”
oldalpéarokat (b+ 1) egyenes koziil valaszthatjuk ki. A (b4 1) egyenesbdl 2 egyenest

Cg,, modon lehet kivalasztani. Hasonléan C7,; modon valaszthato ki a téglalap
vizszintes” oldalparja is. Osszesen tehét C§+1 X Cl?+1 = % . @ téglalap

lathato az d4bran. Amennyiben a = b = n akkor visszakapjuk a 2. feladatot.

Nézziik most az eddigi feladatok més irdnyu altalanositasait, pontosabban a
térbeli analogjaikat. Ebbdl a célbol a négyzet helyett kockat, a téglalap helyett
hasabot kell venniink. Fogalmazzuk meg elébb a logikai feladvanyok térbeli ana-
logjait:
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1

1 9 36 ?

Milyen szam talal a kérdGjel helyére? Indokold meg a valaszodat!

A megoldas céljabol vegyiik észre, hogy az abran pontosan ugyanazok a szdmok
szerepelnek, mint a (2)-es feladvanynal, noha a két feladvanynak nem sok koze
van egyméashoz, hiszen a (2)-nél téglalapokat kell megszéamolni, itt pedig kockakat.
Mégis egyértelmii, hogy a kérdgjel helyére ezattal is 100 talal. Ezuttal a szamok,
az abran lathato kockak szamat jelolik. Nézziik tehat a feladvany altalanositésat:

5. feladat. Legyen n > 1 természetes szam. Egy kockat, a lapokkal parhuzamos
skokkal felosztunk n x n x n kiskockara. Hany kocka lathato az abran?

Megoldas. Ezuttal is kovethetjiik az 1. feladat megoldasat, de most ennek térbeli
valtozatardl van szé: Jeloljiink ki a kockaracs bal fels6 sarkaban egy k x k x k nagy-
sagi kockat. Ezt a kockat egyesével (n — k)-szor lehet jobbra léptetni a kockaracs
jobb oldalanak az eléréséig. Ha ehhez a szamhoz hozzaadjuk a kezdeti 1 poziciot,
akkor megvan a vizszintesen megszamlalhato kockak szama éppen (n —k+1). Mi-
vel kockaréacsrol van szo, ezért fiiggslegesen, oszloponként is ugyanennyi van. S&t
a harmadik dimenzi6 szerint is ugyanigy van. Innen adodik tehat, hogy az Gsszes
lathato kockak szdma:

n 2
S n—k+1P=n’+(n-10°+.. +2°+1°= (@) .
k=1

Most mar bizonyara érthetd, hogy miért all fenn a szambeli megegyezés a 2. feladat
és a 4. feladat kozott. Ennek egyetlen magyarazata a kovetkezs Osszefliggés:

D\? . .
(1+2+3+---+(n—1>+n)2=(%) PP g4 (1) 4

Nézziik a tovabbiakban a (2) logikai feladvany térbeli analogjat:
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7

1 27 216 ?

Milyen szam talal a kérdgjel helyére? Indokold meg a vélaszodat! A szdmok
kozotti Osszefiiggések alapjan most is megsejthetjiik a hianyzé szamot:

1=1% 271=3>=(1+2)% 216=6%=(1+2+3)3

)

Ez alapjan azt sejthetjiik, hogy a negyedik szam (1 + 2 + 3 +4)% = 10% = 1000. A
feladatot altaldnositjuk n x n x n kiskockara, és ezt bizonyitjuk.

6. feladat. Legyen n > 1 természetes szam. Egy kockat a lapokkal parhuzamos
sikokkal felosztunk n x n x n kiskockara. Hany téglatest ,lathato” az abran?

Megoldas. ezuttal a 2. feladat megoldasainak térbeli valtozatat kell végrehajta-
nunk. Mind a két megoldas atiiltethets térbe is, de talan révidebb a mésodik
megoldas. Ennek alapjan minden téglatestet ugy jellemezhetiink, hogy megadjuk
a ,kis téglatestek” két-két parhuzamos oldallapjat. A ,fiigg6leges” oldallapparokat
(n + 1) sik koziil valaszthatjuk ki. Az (n + 1) sikbol 2 sikot C2,; mo6don lehet
kivalasztani. Ugyancsak C2; médon vélaszthato ki a téglatest két ,vizszintes” ol-
dallapjat is. Tovabba hasonlo a helyzet a harmadik dimenzi6 szerint is. Osszesen
tehat

3 n(n+1)\*
Cri1 X Cry x Crpy = (Chy)” = (%)

téglatest lathato az abran. Ezért az (5) feladvanyban a kérdgjel helyére (%)3 =
103 = 1000 a talalo szam.

Es még itt sincs vége az altalanositasoknak, ugyanis a 5. feladat és a 6. fel-
adatban a kocka helyett tekinthetiink egy a x b X ¢ méretii téglatestet, és abban
szamoljuk meg a felosztas utan keletkezett kockakat illetve téglatesteket. Igy hat
megfogalmazhatok a kovetkezs feladatok:

7. feladat. Legyenek n > 1, és a, b, ¢ természetes szamok. Egy a x b X ¢ méreti
téglatestet az oldallapokkal parhuzamos sikokkal felosztunk a x b x ¢ darab kis
kockara. Hany kocka ,lathato” az abran?
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Megoldas.. Ismét a 5. feladat bizonyitasat kell kovessiik, és konnyen belathato,
hogy ezuttal a lathato kis kockak szama éppen >_;'_, (a — k + 1)(b—k+1)(c—k+1),
és amennyiben a = b = ¢ = n gy visszakapjuk az 5. feladatot.

8. feladat. Legyenck n >1, és a,b, ¢ természetes szamok. Egy a X b X ¢ méreti
téglatestet az oldallapokkal parhuzamos sikokkal felosztunk a X b x ¢ darab kis
kockara. Hany téglatest ,lathat6” az abran?

Megoldas. Ezuttal a 6. feladat bizonyitasat kell atiiltetniink térbe, és konnytiszer-
rel lathato, hogy a keletkezett kis téglatestek szama

ala+1) bb+1) clc+1)
Caia X Cipa x Clyy = 5 T 9 T o5 -

Az is kénnyen belathaté, hogy ha a = b = ¢ = n akkor visszakapjuk a 6.
feladatot.

Végezetiil figyeljik meg, hogy az 1. feladatnal a lathatd négyzetek szama éppen

n(n+1)2n+1)
6

12422432+ 4+ (n—1)°+n*=

A 6. feladatnal ,Jathato” kockdk szama

2
. , 1
PB+28 4334+ 4+ (n—1)2+n= <%) .

A két feladat abban hasonlit egymashoz, hogy lényegében a kocka a négyzetnek
a térbeli megfelelGje, mig a négyzet sikbeli szabalyos négyszog, addig a kocka a
térbeli szabalyos test amelynek minden lapja négyzet. Ezért hat elképzelhets a
két feladat tovabbi altalanositdsa amikor a két- és harom dimenziobol az m-edik
dimenziéba megytink at.

Tekintsiik tehat az m-dimenziés hiperkockdt. Ez egy olyan konvex alakzat,
amelynek barmely két éle egyforma hosszi, és vagy parhuzamos vagy merdGleges
egymésra. Az
m-dimenzios hiperkocka el6all 2m-darab (m-1) dimenzios hiperkocka sszeilleszté-
sével. A 0, 1, 2, 3, 4, 5 dimenzi6ja hiperkockik a kévetkez6 abran lathatok:
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4 5

Mivel az 1-dimenzios hiperkocka egy szakasz, ezért az (1) logikai feladvany 1-
dimenziés valtozata ez lenne:

Milyen szam talal a kérdGjel helyére? Indokold meg a valaszodat!

Konnyen belathato, hogy a szamok az illet§ szakaszon levs szakaszok szamat
jeloli, ezért a kérddjel helyére 10 talal. Ennek alapjan megfogalmazhato a feladvany
altalanositasa is:

9. feladat. Legyen n > 1 természetes szam. Egy szakaszt osszunk fel n darab
egyenld szakaszra. Hany szakasz lathato az abran?

Megoldas. Konnyen lathato, hogy 1 kisszakaszbol 4llo szakaszbol n darab van, 2
kisszakaszbol allo szakaszbol (n—1) darab van, és igy tovabb, (n—1) kis szakaszbol
allo szakaszbol 2 van, mig n kis szakaszbol allo szakaszbol 1 van, tehat a lathato
szakaszok szama: 1+2+3+ ...+ (n—1)+n= @

Végil térjink ra az 1. feladat, az 5. feladat és a 9. feladat altalanositasara m > 3
dimenzi6 esetén:

10. feladat Legyenek n,m > 1 természetes szdmok. Egy m-dimenzios hiperkockat
az .oldallapokkal” parhuzamos ,hipersikokkal” felosztunk egymaéssal egybevago m-
dimenzios kis hiperkockara. Hany m-dimenzios hiperkocka ,Jathatd” az abran?
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Megoldas. Az 1. feladat bizonyitasat kovetve ezittal

n

Sm(n) —1m4omyy3m 4 (’I’L _ 1)m +nm= Z Em
k=1

darab m-dimenzités hiperkocka lesz lathato.

Erdemes megfigyelni, ahogy az eredeti feladvany feltételeinek, adatainak megvaltoz-
tatasaval hogyan jutottunk 1j probléméakhoz. Ezzel befejezziik a kalandozasunkat
a logikai feladvany altalanositasa kapcsan. Reméljiik, hogy a témakdr érdekes és

tanulsagos volt.

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely



