Ismerkedés a Venn-Euler diagramokkal

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

Az abraknak nemcsak a geometriaban van fontos szerepiik, hanem a legkiilonb6z6bb feladatok
megoldasaban is segithetik a kiindulasi adatok elrendezését, 6sszefliggések felismerését, megkonnyit-
hetik a feltart 6sszefliggések késGbbi felidézését és ellen6rzését, maga a feladat megoldasat.

Az abrak egyik specialis kategdridja a diagrammok. Ezek két, vagy tobb valtozémennyiség kdzotti
Osszefliggést fejezik ki, koordindta rendszerben, grafikus formdban. A diagramok kozil a leg
ismertebbek az Euler-diagramok (v.6.: [5]) és a Venn diagramok (v.6.: [6]). Ezeket k&zds néven
halmazabraknak is nevezik, mivel halmazok viszonyait, szamossagat (elemeinek a szamat) és
mi(iveleteit szemlélteti. Tobbnyire sikidomokat (koroket, ellipsziseket, haromszogeket, négyszogek,
egyéb konvex vagy konkav alakzatokat), altaldnosabban zart gérbéket haszndlnak.

ElGszor Leonhard Euler (1707- 1783) svajci matematikus haszndlta, majd
John Venn (1834-1923) brit matematikus népszerdsitette 1880-ban a Symbolic
Logic ciml mudvében (v.0.: [7]). Ezeket hasznaljak az elemi halmazelmélet
tanitasaban, a logikdban, valdszinlségszamitdsban, statisztikaban, illetve a
nyelvészetben. Altalaban csak néhany halmaz szemléltetésére alkalmas, mivel sok
egymast kolcséndsen metsz6 halmaz esetén az dbra elbonyolddik, vagy nem is
lehetséges az 6sszes metszetet dbrazolni. A képen John Venn lathato.

Ezeket a halmazokat a&ltaldnosabban zart gorbékkel értelmezzilk. Minden gobrbe belseje
valamilyen halmazt abrdzol, a zart gérbén kiviil esé rész pedig annak komplementerét.

Az {A, A,,..., Ay} gorbecsalddot Venn-diagramnak nevezzik, ha a goérbék a sikot pontosan 2"
diszjunkt tartomanyra bontjdk, és a tartomanyok megegyeznek az 0Osszes lehetséges
X, N X, N X,...n X, alakd halmazzal, ke{1, 2,..., n}, ahol minden Xi helyére az A; egyszerd, zart

gorbe belsejét vagy kilsejét irhatjuk, ie{1, 2,..., n}. Az Euler-diagramok abban kiilonb6zik a Venn-
diagramtdl, hogy nem tartalmazza az 6sszes lehetséges 2" tartomanyt (igymond atomot).

ElGsz0r is nézziik meg, hogy a Venn-diagramban miért is van az, hogy a tartomanyok (atomok)
szama éppen 2", hiszen esetenként ez lehet kevesebb vagy éppen toébb is.

1. segédfeladat: Egy n elem( halmaz Gsszes részhalmazainak a szama pontosan 2"-nel egyenlg!

Bizonyitas: Tekintsiik az A= {ai,az,ag,...an} halmazt, amelynek n eleme van. A 0 elem( halmazbdl
(az Ures halmazbdl) 1= Cr? darab van. Az 1 elem( halmazokbdl éppen n = Crll darab van, a 2 elemd
halmazokbol an darab, a 3 elem(iekbél C,? darab van, és igy tovabb, az n-1 elem{ekbél C:_l, tovabb3d
az n elem(ibsl 1=C . Ezért tehat az Gsszes részhalmazok szdma C° +Ct +C2 +...+C"* +C! ami

éppen az (1+1)" = 2" kifejtése a Newton binomialis képlettel.

Tehdt a Ven-diagrammok azok az Euler-diagramok, amelyeknél minden X, , X, M Xj )
XinX;n Xy, XpN X, N XM X, tartomdny létezik, és az el6z6 segédfeladat alapjan ezen
tartomanyok szdma éppen 2".

Mar Euler és Venn idejében is felmeriilt a kérdés, hogyan is lehet kilonféle alakzatokkal Venn-

diagramokat szerkeszteni, kiilonb6z6 szamu alakzatok esetén. Leghamarabb a korrel prébalkoztak,
n=1, n=2, n=3 esetekben. ime az igy kapott Venn-diagramok:
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Bel4thatd, hogy valéban Ven-diagramok, mert n= 1, 2, 3 eseteben a sikot rendre 2', 2%, 2°

tartomanyra (atomra) bontjak. Ezutan azzal prébalkoztak, hogy n= 4 korrel is ilyen Ven-diagramot

szerkesszenek, amelyik tehat a sikot 2* =16 részre ossza. Megrajzoltak tehat azt a 4 kért tartalmazo
halmazdabrat, ahol a tartomanyok szdma a legnagyobb, ez igy néz ki:

Meglepddve latjuk, hogy nincs meg a 16 tartomdny, hidnyzik 2 tartomany, és a kordket nem
lehet ugy elhelyezni, hogy ennél tébb tartomany keletkezzen, mert mar maximalis szdmu pontban
metszik egymast. Valdban, hidnyzik az a 2 tartomany amely a két-két atlédsan elhelyezkedd kérnek
éppen az a tartomanya amelyik csak a két kornek a kézos része, vagyis a BD és az AC tartomanyok.
Ennek lattan még Venn idejében felmeriilt az a kérdés, hogy vajon n> 3 darab korrel, szerkeszthet6-e
Venn-diagram? Miel6tt erre valaszolnank, nézzik a kovetkez6 segédfeladatot:

2. segédfeladat: Adott n kér a sikot legfeljebb N? —n+2 részre osztja.(v.6.: [3], [6])

Bizonyitas: Az allitdst a matematikai indukcié mddszerével bizonyitjuk. Az n= 1 kor esetén a mar
bemutatott dbra szerint az 1 kér a sikot 2'=2=1*—1+2 részre osztja, tovabba 2 kér éppen
22 =4=2%-2+2 részre, 3 kor pedig 2° =8=3"—3+2 részre. Jeloljik t, -el az n kor esetén
keletkezett maximalis tartomanyok szamat. Ekkor feltételezziik, hogy k kor a sikot legfeljebb t, részre

osztja. A (k+1)-ik kor megrajzolasakor az el6z6 korokkel 2k metszéspontot kapunk, s mindegyikhez

tartozik egy Uj tartomany.
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(Az dbran a 3-rél a 4 korre valo 1épést szemléltettiik, + jellel jel6ltiik az Uj tartomanyokat).
Ezért hat felirhatd, hogy t, ., <t +2K minden k € {1, 2,3,..., n} esetén.

Ha most O0sszegezziik ezeket az egyenlétlenségeket k=1-t6l, k= (n-1)-ig, akkor azt kapjuk, hogy:



t <t +2(1+2+3+..+(N-1))=2+n(n-1)=n*—n+2.Aszéls6helyzet el is érhets. TetszSleges

n esetén megadhatunk n darab kort Ugy, hogy barmely kettének két metszéspontja legyen. Pl. egy
adott kort rogzitett irdnyban (n — 1)-szer ,kissé” eltolunk. Ha az els6 és utolsé kér kdzéppontjanak
tdvolsaga kisebb, mint a kor sugara, akkor mindegyik kor metszi mindegyik kort, kiilénb6z6 pontokban.
Vagyis amit éppen bizonyitani akartunk.

Tekintslik most a kévetkez6 segédfeladatot:
3. segédfeladat: Igazoljuk, hogy minden N >4 természetes szamra 2" >n?>—n+2.

Bizonyitas: Ezuttal is teljes indukcidval bizonyitunk. Az n= 4 esetén 16 =2" >4? —4+2 =14igaz.
Feltételezziik, hogy 2° >k? —k +2is igaz, és bizonyitjuk, hogy 2" > (k +1)* — (K +1) + 2is igaz.
Valdban, a feltételbd| kiindulva kapjuk, hogy 2 >2(k*—k +2), igy elegendd ellendrizni, hogy
2(k* -k +2) > (k +1)* — (k +1) + 2 ami azt jelenti, hogy k(k —3)+2 >0 amiigaz mert k>4

Ezzel mar megfogalmazhatjuk azt az eredményt, ami Venn munkajabdl is kitlinik:
1. Tétel: Csupa korokbdl allé Venn-diagram nem tartalmazhat haromnal tébb kort.

Bizonyitas: Feltételezziik az ellenkez8jét vagyis, hogy N >4 kér esetén is tudunk szerkeszteni csupa
korokbél allé Venn diagramot. Ezek tehat a sikot 2" részre osztjdk. Masfeldl a 2. segédfeladat alapjan

az n kor a sikot legfeljebb N? —n+ 2részre osztja . Ez azt jelentené, hogy 2" =n? —n+ 2, valamilyen
N> 4 esetén, ez azonban ellentmond a 3. segédfeladat allitdsanak. Tehat csupa kdrékbél allé Venn

diagrammot csakis N e {l, 2, 3} esetén lehet szerkeszteni. Az n= 4 estén csak Euler-diagramot.

Tovdbbvive a gondolatmenetet, az az otletlink tdmadhat, hogy cseréljik ki a koroket
ellipszisekre, hatha igy szerencsésebb a helyzetiink. Erre f6leg az 6sztokélt, hogy a neten megtalaltam
a kovetkezd adbrakat, az utdbbi Branko Griinbaumtdl szarmazik (v.6.: [9], [10]):

Az els6 esetben 4 ellipszis lathato (A, B, C, D) és szemléltettik az 6sszes atomot is, amelyekbél éppen
2* =16 van. A masodik esetben 5 ellipszis van (A, B, C, D, E) és itt is szemléltettiik az dsszes atomot,
amelyekbél ezdttal 2° = 32van. Tehat a korokkel ellentétben, n=4 és n=5 esetben csupa ellipszisekkel
megszerkesztettiink egy- egy Venn-diagramot. Nyilvan azonnal felmeril a kérdés, hogy mivel
magyarazhatd, hogy 4 korrel nem, de 4 ellipszissel mar szerkeszthet§ Venn-diagram? A magyarazat
egyszerU: mig 2 kor legfeljebb 2 pontban metszi egymast, addig 2 ellipszis legfeljebb 4 pontban! Innen
adddik, hogy az ellipszisekkel tébb tartomanyt allithatunk elé mint kérokkel.

Ugyanakkor természetesen meriil fel az a kérdés is, hogy vajon N> 6 esetben szerkeszthetd e csupa
ellipszisekbdl allé Venn-diagram? Miel6tt erre valaszolnank, nézzik a kovetkez6 segédfeladatot.

4. segédfeladat: Adott n ellipszis a sikot legfeljebb 2(n” —n+1) részre osztja.



Bizonyitas: Teljesen kovethet6 a 2. segédfeladat bizonyitasa, ahol a moddositasok a kovetkezdk:
t., <t +4k,ahonnan t, <t +4(1+2+3+..+(n-1))=2+2n(n-1) =2(n* —n+1).

5. segédfeladat: Igazoljuk, hogy minden N>6 természetes szamra 2"* >n’*—n+1.

Bizonyitas: Ezuttal is teljes indukcidval bizonyitunk. Az n= 6 esetén 32=2° >6° —6+1=3ligaz.
Feltételezziik, hogy 2% >k?—k +1 is igaz, és bizonyitjuk, hogy 2" > (k +1)* — (K +1) + 2is igaz.
Valéban, a feltételbsl kiindulva kapjuk, hogy 2° >2(k*—k+1), igy elegends ellendrizni, hogy
2(k* —k +1) > (k +1)* — (k +1) +1 ami azt jelenti, hogy k(k —3)+1>0 amiigaz mert k>6.

Most tehat megfogalmazhatjuk az ellipszisekkel kapcsolatos eredményiinket:
2. Tétel: Csupa ellipszisekbdl allé Venn-diagram nem tartalmazhat 6tnél tobb ellipszist.

Bizonyitas: Feltételezziik az ellenkez8jét vagyis, hogy N>6 ellipszis esetén is tudunk szerkeszteni
csupa ellipszisekb6l all6 Venn diagramot. Ezek tehat a sikot 2"részre osztjak. Masfel§l az 4.
segédfeladat alapjan az n ellipszis a sikot legfeljebb 2(n2 —N+1) részre osztja. Ez azt jelentené, hogy
2" =2(n* —n+1), vagyis 2"*=n?—n+1valamilyen N>6 esetén, ez azonban ellentmond az 5.
segédfeladat allitdsdnak. Tehat csupa ellipszisekbdl allé6 Venn diagrammot csakis ne{l, 2,3,4,5}
esetén lehet szerkeszteni, és ezek meg is szerkesztheték.

Megfigyelve, hogy két ellipszis legfeljebb 4 pontban metszi egymast, mivel két haromszog
legfeljebb 6 pontban metszi egymast ezért nézziink haromszoégekbdl allé Venn-diagramokat is:

6. segédfeladat: Adott n haromszdg a sikot legfeljebb 3n? —3n+ 2 részre osztja.

Bizonyitas: Teljesen kdvethetd a 2. és 4. segédfeladat bizonyitasa, ahol a mdédositasok a kovetkez6k:
t., <t +6k,ahonnant <t +6(1+2+3+..+(n-1)=2+6n(n-1)=3n"-3n+2.

7. segédfeladat: Igazoljuk, hogy minden N >8 természetes szamra 2" >3n? —3n+2.

Bizonyitas: Ezuttal is teljes indukcidval bizonyitunk. Az n= 8 esetén 256 =2° >3.8°-3.8+2=170
igaz. Feltételezziik, hogy 2% >3k? —3Kk +2 is igaz, és bizonyitjuk, hogy 2™ > 3(k +1)? —=3(k +1) + 2
is igaz. Valdban, a feltételbél kiindulva kapjuk, hogy 2 > 2(3k? —3k +2), igy elegends ellendrizni,
hogy 2(3k*—3k+2)>3(k+1)*—-3(k+1)+2 ami azt jelenti, hogy 3k(k—3)+2>0 ami

nyilvanvaléan igaz mert k > 8.
Most tehat megfogalmazhatjuk a haromszogekkel kapcsolatos eredményiinket:

3. Tétel: Csupa hdaromszogekbdl all6 Venn-diagram nem tartalmazhat hétnél tobb
haromszoget.

Bizonyitas: Feltételezziik az ellenkez6jét vagyis, hogy N >8 hidromszég esetén is tudunk szerkeszteni
csupa haromszogekbdl all6 Venn diagramot. Ezek tehat a sikot 2" részre osztjak. Masfelsl az 6.
segédfeladat alapjan az n haromszog a sikot legfeljebb 3n? —3n+ 2részre osztja. Ez azt jelentené,
hogy 2" =3n?>—-3n+2 valamilyen Nn>8esetén, ez azonban ellentmond az 7. segédfeladat
allitdsadnak. Tehat csupa haromszdgekbdl 4ll6 Venn diagrammot csakis N € {1, 2,3,4,5, 6} esetén lehet

szerkeszteni, az n= 7 felsG hatar nem érhetd el (v. 6. [11]). A t6bbi elérhetd, dbrak a dolgozat végén.

Most mar, hogy lattuk a kor, ellipszis, haromszog esetét természetesen meriil fel a kérdés, hogy
egyre nagyobb n esetén, milyen alakzatokkal szerkeszthet6k Venn-diagramok?



Mivel 2 haromszog legfeljebb 6 pontban metszik egymast, és mivel 2 négyszog (akar konvex,
akar konkav) legfeljebb 8 pontban metszik egymast, ezért megfogalmazhatdk:

8. segédfeladat: Adott n négyszog a sikot legfeljebb 2(2n° —2n+1) részre osztja.

Bizonyitas: Teljesen kovethet6 a 2. 4. és a 6. segédfeladat bizonyitdsa, ahol a mddositdsok a
kovetkezsk:t,,, <t +8Kk, ahonnan t, <t +8(1+2+3+..+(n—-1)=2+4n(n-1) =2(2n° -2n+1).

9. segédfeladat: Igazoljuk, hogy minden N >8 természetes szamra 2"+ >2n* —2n+1.

Bizonyitas: Ezuttal is teljes indukciéval bizonyitunk. Az n= 8 esetén 128=2" >2.82-2.8+1=113
igaz.  Feltételezziik,  hogy 21 >2k?—2k+1 is igaz, és  bizonyitjuk,  hogy
21> 2(k+1D)? -2(k+1) +1is igaz. Valdban, a feltételbsl kiindulva kapjuk, hogy
2X>2(2k* =2k +1), igy elegend§ ellendrizni, hogy 2(2k* —2k +1)>2(k +1)* —2(k +1)+1 ami
azt jelenti, hogy 2k(k —3)+1>0 ami nyilvdnvaldan igaz, mert kK >8.

4. Tétel: Csupa négyszogekbdl allé Venn-diagram nem tartalmazhat hétnél tébb négyszoget.

Bizonyitas: Feltételezziik az ellenkez8jét vagyis, hogy N >8 négyszog esetén is tudunk szerkeszteni
csupa négyszogekbdl all6 Venn-diagramot. Ezek tehat a sikot 2" részre osztjak. Masfelsl az 8.
segédfeladat alapjan az n négyszog a sikot legfeljebb 2(2n? —2n+1) részre osztja. Ez azt jelentené,
hogy 2" =2n?>—-2n+1 valamilyen N>8esetén, ez azonban ellentmond az 9. segédfeladat
allitdsanak. Tehdt csupa négyszdgekbdl all6 Venn-diagrammot csakis N e{l, 2,3,4,5,6, 7} esetén
lehet szerkeszteni. A fels6 hatar el is érhet6 (v. 6. : [11]).

Az el6z6ekben lattuk, hogy a fontosabb elemi alakzatokkal milyen esetekben szerkeszthet6k
Ven-diagramok. természetesen meril fel az a kérdés, hogy ezen alakzatokon kivil (amelyeknek

megvannak a maga korlatai), milyen alakzatokkal tudnank olyan Venn-diagramot szerkeszteni, amikor
a szerkesztési menet 6roklédik? Erre nem kdnny( a valasz, de beidézziik két matematikus munkajat:

1) Anthony William Fairbank Edwards konstrukcidi (vo. [4]):
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Ezek az oroklédéses abrak ne{3,4,5,6} esetre késziltek. Edwards a Venn-diagramot

a gdmbfelszinen késziti el, majd kivetiti a sikba. Az elsé harom halmazt harom egymast metsz6 f6kor
hatdrolja, a negyediké meg ugy kanyarog, mint teniszlabdan a varrat. A visszavetités utan fogaskerék
alaku halmazok keletkeznek, ahol minden egyes tovabbi halmaznak egyre t6bb foga van.

2) Venn konstrukcioi (vo. [4]):
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Ezek a konstrukcidk ne {4,5, 6} esetre késziiltek, mintegy folytatva a 3 kor esetét egy masik alakzattal.

Tovabba nézziink még néhany érdekes 4-Venn-diagramot:
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Az els6 azért érdekes, mert 4 korrel nem lehetett 4-Venn-diagramot elGdllitani, de 3 korrel és egy
ellipszissel mar lehet. A mdsodikat maga Venn készitette. Nézziink még néhany Venn-diagramot csak
haromszogekbdl:

Befejezésiil megemlitjiik, hogy az elkovetkez6kben a MatLap hasabjain Péchy Zoltan Péter
fogja bemutatni sajat, eredeti konstrukcioit.
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