Vigyazat! A gondolataink fert6zhetnek!

Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely

A problémak megoldasa soran, nagyon sokszor keriliink olyan helyzetbe, hogy
tobb esetben is a feltételek, korilmények hasonldak, és ilyenkor hasonld mddszereket
alkalmazhatunk, hasonlé konklUzidkat vonhatunk le. Ez képezi az analdgids gondolkodas
lényegét, ami nélkilozhetetlen a matematikdban. Példaul a 3-4"-5-2°-3"+2.-9"=0
egyenletet és a 3-cos’ x—5-sinx-cosx+2-sin” x=0 egyenletet teljesen hasonléan oldjuk,
meg, mert mindkettdre teljesiil az, hogy masodfoki homogén, ezért végigosztunk a harmadik
taggal ésa 3y> —5y+2 =0 masodfoku egyenlethez jutunk. De ezek mellett a didkok részérél
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—-;:—b igaz képletek mintajara jottek létre. Mondhatjuk tehat, hogy gondolat béli ,fertézés”
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eredményei, helytelen tartalom és fogalomhasznalat alapjan, hamis analdgias kovetkeztetések.

Az analdgias gondolkodas gyakran tarsul induktiv gondolatmenettel is, amikor
|épésrél-lépésre alakitjuk ki a gondolkodasi sémankat. Nézzliink egy példat, ami erre a két
mdveletre tdmaszkodik.

1. példa: Az (1), (2, 3), (4, 5, 6), (7, 8,9, 10), (11, 12, 13, 14, 15), .... szdmsorban milyen
szam all a 100. zardjelben az elsd helyen?

Vegylk jobban szemigyre a zdardjelek elsé szamait. Ezek a kovetkezék: 1, 2, 4, 7, 11, ... .
Probaljunk valamilyen szabalyszer(iséget megallapitani ebben a szamsorban. A felsorolt
szamok még igy is irhatok: 1, 1+1+2, 1+1+2+3, 1+1+2+3+4,...vagyis még igy is irhatok:

1-2 2-3 3-4 L . Y .
1, 1+7, 1+T, 1+7,... . Most mar konnyen ,leolvashatd”, hogy a 100. zardjel els6

99-100

szama 1+ =4951 lesz.

2. példa: Az (1), (3,5),(7,9,11), (13, 15,17, 19), ... szdmsorban mennyi a 100. zardjelben
levé szamok 6sszege?

Ha az el6z6 példa gondolatmeneteit kovetjiik, akkor a zaréjelek elsé szdmairendre 1, 3, 7, 13,
21, ...amit mégigyisirhatunk: 1, 1+1x2, 1+1x2+42x2, 1+1x2+2x2+3x2, 1+1x2+2x2+3x2+4x2,...

Ezek szerint a 100. zardjel els6 szdma 1+1x2+2x2+..+99x2 = 1+ 2x(1+2+3+..499)=
99-100

=1+2x =9901 . Tovabbd megfigyelhetd, hogy minden zardjelben annyi szam van,



ahanyadik a sorban. Ezért a 100. zaréjel elemeinek az Osszege
(9901+2) +(9901+4)+ (9901+6)+ ...+(9900+200)= 1000000.

Noha megoldottuk a problémat, mégis sajnalattal taksalhatjuk, hogy a 2. példa
megoldasanak a gondolatmenetét nagyon ,megfert6zte” az 1. példa megoldasanak a
gondolatmenete. Mindamellett, hogy a 2. példa esetén a szamsor mar mas mint az 1. példa
esetén, mégis ragaszkodtunk ahhoz, hogy most is szabalyszer(iség alapjan megallapitsuk a
100. zardjel els6 szamat, aztan ennek alapjan kiszamitottuk a széban forgd 6sszeget.

Ez a gondolkodasbeli ,fert6zés” nem volt végzetes, mert igy is eredményhez
jutottunk, de mint latni fogjuk, sokkal bonyolultabban mintha egy nem fert6zott
gondolatmenetet kdvettiink volna. Erdemes megfigyelni, hogy a 2. példa esetén nem a 100.
zardjel els6 elemét kellett meghatdrozni, hanem a 100. zardjelben levé elemek 6sszegét, tehat
a kérelmek mar valtoztak. Mi ellenben mégis megprdbaltunk az 1. példa mintajara
gondolkodni. Ellenben érdemes félretenni az el6bbi gondolatmenetet, és az Uj helyzethez
mérten Uj gondolatmenetet alkalmazni, amit mar nem fert6z6tt az 1. példa megoldasanak a
gondolat menete.

Természetes, hogy miel6bb vegyilk szemigyre a zardjelekben levé szamok
Osszegét. Ezek rendre: 1, 8, 27, 64, ... vagyis az I°, 2°, 3°, 4°, ... kdbszamok sorozatat kapjuk,

igy nyilvanvald, hogy a 100. zaréjel szamainak az 6sszege 100’ =1000000, és ez a megoldas
sokkal révidebb is mint a ,fert6z6tt” megoldas.

Nézziink egy masik példat, amikor a fert6zés nem két kilonallé probléma esetén
all el6, hanem egyugyanazon probléman beldil.

3. példa: A baloldali abrat Félix négy egyforma részre szerette volna felosztani. Hosszas
toprengés utan ez sikerdlt is. A jobboldali abran [athaté egy megoldas:
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Hogyan tudnad az elsé abrat 6t egyforma részre felosztani?

Ha azt tartjuk szem el6tt, hogy Félix milyen megoldast adott, akkor joggal
gondolhatunk arra, hogy az 5 egyforma részre valo felosztas a bemutatottnal még
bonyolultabb kell legyen. igy amennyiben erre gondolunk, gy a Félix megoldasa maris
»megfertézte” a tovabbi gondolkoddsunkat. Ha ellenben kivancsiskoddk lettiink volna, akkor
feltlvizsgaltuk volna Félix megoldasat, hogy vajon van-e mas, esetleg egyszer(ibb megoldasa
a feladatnak? Es bizony van, ime egy természetesebb megolddas, ami a baloldali abran
lathato:
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Nos ennek alapjan mar kdnnyen rajohetiink arra, hogy ugyanilyen egyszerld megoldas létezik
5 egyforma részre vald darabolas esetén, ahogy az el6z6 jobb abra mutatja:

Végezetiil nézziink egy masik példat, amelynél a killonb6z6 szituacidkban végzett
gondolatmenetek sorozata fert6z6 lehet.

4. példa: A mellékelt abran egy négyzetet 4 egyenl§ részre

osztottunk, utana pedig besatiroztunk részeket.

A) a jobb felsé6 fehér részt osszuk fel 2 egyforma alaku részre!

B) a baloldali jobb felsé fehér részt osszuk fel 3 egyforma alaku részre!

C) a baloldali alsé fehér részt osszuk fel 4 egyforma alaku részre!
D) a jobboldali alsé fehér részt osszuk fel 7 egyforma részre!

A) A szimmetria miatt nincs gond a két részre valé osztassal. Egy megoldas a kovetkez6:

B) A harom egyforma részre valo felosztas is aranylag konnyen beugrik. Egy megoldas a
kovetkez6:

C) A négy egyforma részre vald felosztas mar komplexebb. Egy megoldas a kovetkezé:
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D) Marad tehat, hogy megvalaszoljuk az utolsé kérdést. Az el6z6 harom megoldast kovetve,
ezek alapjan az lehet az érzésiink, hogy ezek a megoldasok egyre komplexebbek, igy az utolso
megoldas az el6bbieknél még komplexebb kell legyen. Akinek nincs megoldasi 6tlete, vagy az
el6bbi véleményre hajlamos, annak a gondolkodasat mar "megfert6zte” az elsé harom
megoldas. Ezt azért allitjuk, mert a negyedik esetben a feltételek mar megvaltoztak, és igy a
megoldas komplexitdsa nem sziikségszer(, hiszen a negyedik négyzetben mar nincsen
besatirozott négyzet mint az el6z6 haromban, igy nincs ami ,bezavarjon” a felosztasokban.
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Emiatt nem kellene ugyanugy gondolkodnunk, mint az el6bbiekben. Egy nagyon egyszer( és
természetes megolddas a hét részre osztassal a kovetkez6:
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A hamis analdgidk egy érdekes teriiletét képezik a véges és a végtelen Osszegek (és
szorzatok) kozotti hamis analdgidk. Nézziink ezek kozll néhanyat.
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5. példa: Szamitsuk kiaz § =1+—+—+...+
" 10 10° 10!

Osszeget!

Alkalmazzuk a mértani haladvany 6sszegének a kiszamolasara hasznalt klasszikus médszert:
S, 1 1 1

=— sttt
10 10 10° 10 10

e s L1
szorozzuk be az egyenl&ség mindkét oldalat E-el. Ekkor . Most

1 10 1
kivonjuk az eredeti egyenletbél ezt az egyenletet: S, ——*=1- ahonnan §, =—| 1- .
10 10" 9 10"

Alkalmazzuk az el6bbi eljarast a kovetkez6 végtelen Gsszeg esetén is:

1 1 1
6. példa: Szamitsuk kiaz § =1+—+—+—+... Gsszeget!
10 10 10°
Ezattal is szorozzuk be az egyenl&ség mindkét oldalat i el. Kapjuk, hogy i = i+L+L+
10 ' 10 10 10> 10°
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S
és igy az eredeti egyenl&ség alapjan S = 1+E, ahonnan § :3 =15 .

Vajon helyes az eredmény? Vajon mindent helyesen csinaltunk? Nézziik a kovetkez6ket:
S=l+—+—+-—+..=1L111..=1,(1) =13 ami azt mutatja, hogy az el6z6 eredmény helyes.
De vajon az eljaras is, ahogyan dolgoztunk, az is helyes? Nézziik csak a kbvetkezd példat:

7. példa: Szamitsuk kiaz S =14+10+10° +10° +... dsszeget!
Most is szorozzuk be az egyenléség mindkét oldalat, ezattal 10-el. Azt kapjuk, hogy
10S =10+10° +10° +10 +... . igy az eredeti egyenl8ség alapjan felirhatd, hogy S= 1+10 S ahonnan
S = —5 <0 ellentmondas adddik. Vajon miért is adddott, hiszen ugyanugy jartunk el, mint a

6. példa esetén? Lassuk be, hogy mig a 6. példa esetén a sor konvergens, addig ebben az
esetben divergens, vagyis S = ezért 105§ = igya 105 —S =—1 egyenl6ség
tulajdonképpen egy o —oo hatdrozatlan eset.

8. példa: Szamitsuk kiaz S =1-1+1—-1+1—-1+... 6sszeget!

a) Csoportositsunkigy: S=(1-D+{1-D+(1-1)+...=0



b) Most meg igy csoportositunk: S =1-(1-1)—-(1-1)—...=1
c) Vagy igy is csoportosithatunk: S =1—(1—-14+1-1+...) =1—S tehat S=1-S, ahonnan § :%.

Mint latjuk, harom féle kilonb6z6 eredményt kaptunk. Az els6 két esetben tulajdon képpen
az 1-1-bél szdrmazd 0-kat végtelenszer irtuk le, tehat ismét egy, ezittal -0 hatédrozatlan
eset folott siklottunk el. A harmadik esetben az S-et Ugy kezeltiik, mintha egy véges szam
lenne (vagyis a sor konvergens lenne), holott a sor divergens.

1 1

1
9. példa: Szamitsuk kiaz S :1—§+§—Z+... Osszeget!

1
Vegyiik észre, hogy az 6sszeg megkozelithetd az elsé, illetve az elsé két taggal igy: 5 < § <1.Mésfeldl
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:1_§+§_Z+"':S vagyis 25 =5, ahonnan S= 0 absurdum.

10. példa: Szamitsuk kiaz S =1-2+3—-4+5—... 6sszeget!
Egyrészt S =14+ (-2+3)+(—4+5)+..=1+1+1+...>0
Masfeldl felirhato, hogy S+ (2+4+6+...)=1+3+5+... ahonnan
S+2-2+4+6+..)=10+3+5+..)+(2+4+6+...)vagyis

S+4-(1+2+3+4+..)=1+2+3+4+...,tehat S+3-(1+2+3+4+...) =0 ellentmondasra
jutunk.

11. példa: Szamitsuk kiaz S =1+2+3+4+... 6sszeget!
Nyilvanvaldan S> 0. Masfel6l felirhatd, hogy:
S=10+3+5+..)+2+4+6+..)=10+3+5+..)+2(1+2+3+4+..)=1+3+5+..)+2S
ahonnan S =(1+3+5+...)+2S igy S=- (1+345+...)< 0, absurdum.

12. példa: Szamitsukkia P=1-2-3-4-... szorzatot!

Felirhato, hogy: P=(1-3-5-..)(2-4-6-..)=(1-3-5-..)(2-2-2-..)1-2-3-4-..) =
=(1-3-5-..)(2-2-2-...)P vagyis P=(1-3-5-...)(2-2-2-...)P és végig osztva P # 0 -val kapjuk,
hogy (1-3-5-...)(2-2-2-...) =0 ami ellentmondas.
1-2-3-4-5-...
13. példa: Szamitsuk kia 7= ——— tort értékét!

’ 2468 ..

(1-3:5-7-.)(2-4-6-8-...)
2:4-6-8-...

=1-3-5-7-..>1.

Egyrészt T =

1234, 1.2:3-4... 1
2-D2-2)2-3).. (2:2:2-..)(1-2:3-4-..) 2:2:2-.

ellentmondasra jutottunk.

Masfelsl T =

<1, ésezzel
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13. példa: Szamitsuk ki az S :1+E+§+Z+m Osszeget!

1 1 1 1
Sorra felirhato, hogy 5+5 <l+—, —+

1 1.1 1 1 1 1 .
, —<—+4+—, —+—<—+—.. Osszegezve ezeket az
24 4 3 4 6 6 5 6

1 1 1 1 1 1
egyenlGtlenségeket azt kapjuk, hogy 2| —+—+—+... |<1+—+—+—+... , vagyis
3% 8 pJ 3% (2 176 j 5372 3%

1+l+l+l+...<1+l+l+l+...,tehét S < S ellentmondés adddik.
2 3 4 2 3 4

Végezetiil nézzlink egy kis érdekességet. A tandrakon nagyon sok alkalommal jutunk oda,
hogy a kovetkez6ket irjuk: x =y = sinx=siny ésha x,ye [O, 27[] és sin x =sin y, akkor x =y
llyen kovetkeztetéseket még felirunk a cosx, tgx, ctgx valamint a logaritmus, a gyok és az
exponencialis, sth. kapcsdn. Mindazok ellenére, hogy kihangsulyozottan elmagyardzzuk, hogy

ezekben az esetekben tulajdonképpen az illet6 fliggvények injektiv tulajdonsagardl van sz, mégis
nagyon sok tanulénak az az érzése alakul ki, hogy pl. az x = y = sin x = sin y esetben egyszerlien

beszoroztunk sin-el, éspl.a x, ye [O, 27[] és sin x =sin y, akkor x = y kdvetkeztetésnél

leegyszertsitettiink sin-el, stb. Ha ez igy lenne, figyeljik csak meg, hogy milyen , blivészmutatvanyt”
is elvégezhetnénk:

Kozismert, hogy 1+2+3+...+n= minden n természetes szamra. Ebbdl kifolydlag

n(n+1)
2
nx (n+Dx
o n-(n+l) ) 2 g e
felirhato, hogy 1x+2x+3x+...+nx = 5 xX= P . Ennek alapjan most felirhato,

2

.nx . (m+Dx
sin— - sin———

hogy sin x +sin2x+sin3x+...+sinnx = 2 ¢ éppen egy helyes osszefliggést
.X
sin—
2

kaptunk, persze helytelen médszerekkel, mégis az egésznek az a haszna, hogy ily médon kénnyen
memorizalhatjuk az utdbbi 6sszefliggést.

Befejezésiil, a konkluzidkat levonva leszogezhetjik, hogy a gondolkodas ,fert6zés”
kivaltképpen az analdgias- indukcios gondolkodasi mUiveletvégzéseknél all fenn, amikor is
hajlamosak lehetiink bizonyos, analégnak tin6 gondolatmeneteket, eredményeket
alkalmazni olyan esetekben is amikor a feltételek, kérilmények kdzott mar nem all fenn
hasonldsag. llyen esetekbdl szarmaznak a hamis analdgiadk is, amelyek létrejottének még sok
mas oka is van.



