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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NATIONALA - 13.06.2009

CLASA all-a
SOLUTII
10p din oficiu
l.a) | 104 10p
b) | 9 numere ( 170, 172, 173, 174,175,176, 177,178, 179) 10p
2.a) | 238 10p

b) | Se urcd toti trei, retin cat aratd cantarul, apoi unul dintre ei coboard. Masa celui care a | 10p
coborat este egald cu diferenta dintre cat ardta cantarul Tnainte de a coborl §i cat aratd
cantarul dupa ce a cobort. In acelagi mod procedeaza si ceilalti doi copii.

3. | Justificare 10p
5+6-2=091lei 10p
4.a) | O solutie ar putea fi: 15p

1+2-3+4+5+6+7+8-9-10-11+12
b)| 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, ..., 31.

Daca stergem, la intamplare, doua numere, iar in locul lor punem un numar cu 1 mai
mic decat suma celor doud numere, suma numerelor de pe tabla se micsoreaza cu 1. Dupa
30 astfel de operatii, numarul ramas este cu 30 mai mic decat suma numerelor care erau

scrise la Inceput pe tabla: p
1+ 24 3+ 4+ 5+ 6+ ... + 31 =496 4p
496 — 30 =466 4p
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
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CLASA alll-a
SOLUTII
10p din oficiu
1.a) | 4000 10p
b) | 118 10p
¢) | 54 numere 3p
Justificare 2p
2.a) | 25 10p
b) | I1X1X...X1%x23=23; 10p
1+1+...+14+23=2009 S5p
el
1986 deori
Sunt 1987 de numere.
3. | 10x6 =60 (probleme pe care trebuia sa le rezolve in cele 10 zile) 20p

9 — 6 = 3 (probleme rezolvate in plus in fiecare zi)
60 : 3 =20 (zile in care a lucrat cate 9 probleme)
20x9 =180 (probleme pe care le-a avut de rezolvat Simona)

In final, pe tabla vor fi scrise toate numerele naturale de la 1 la 56. 20p
56 —2 =54 ( numarul de numere scrise de cei doi copii) - numar par

Daca Paul a scris primul numar, Dana pe al doilea, Paul pe al treilea s.a.m.d., Dana scrie al
54 - lea numdr i castiga.
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CLASA a lV-a

SOLUTII
10p din oficiu

1.a)
b)
)

60000

69999
Justificare
5-7-8-9=2520

10p
10p
2p
3p

2.a)

b)

a-b=15

a=1 b=15sau a=3, b=5 sau a=5, b=3 sau a=15, b=1

(1+31):2=16

Numarul cautat se afla pe linia a 16-a, coloana a 16-a.

Ultimul numar de pe linia a 15-a este: 31-15=465. Numarul cautat este: 465 + 16 = 481

5p
5p
5p
5p
5p

Daca jucariile au fost aduse in 4 saci, fiecare sac avand acelasi numar de jucarii, numarul
total de jucarii este par.

I punga / / contine un numar par de jucarii

all-apunga / /1 / impar
alll-a punga / /2 / par
alV-apunga / /. 3/ impar

aV-apungd / /_ 4/ par

—_—
~— I~

Prima persoana ia punga a [V-a, iar a doua persoana ia I, a Ill-a si a [V-a punga. A Il-a
pungd contine 15 jucarii.
/ /=14
14-5+10=80
80 : 4 =20 (jucdrii in fiecare din cei 4 saci)

10p

10p

4.a)
b)

Primii 7 termeni: 1, 2, 4, 8, 16, 23, 28.
Niciun numar din sir nu se imparte exact la 3:
1:3=0rest 1

2:3=0rest2

4:3=1restl

8:3=2rest2

16 :3=5rest 1

23 :3="Trest2

28:3=0Orest1 ...

17172: 3 =5724

Numarul 17172 nu face parte din sir.

10p

10p
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CLASA a V-a
SOLUTII
10p din oficiu
La) | (2,58-1,75+0,25):0,4-10=1,08:0,4-10= 10p
=2,7-10=27
b) | x=(448-416):2= x=16 S5p
448 —16 =432
27-16=432
6912:16 =432, deci exista X=16
)| ap ab — 3p
£=@:>Cb=10,adicé c=1si b=0
cb 10 )
Numarul elementelor multimii M este 9 P
d 2
) x=102~a+E P
3
cu %<102 Ip
X= 3037"" cu ac+0,3,6,9,...,303},
deci S=307(0+1+2+...+101)=307-101-51=1581357 2p
2. 24:2=12
12x4 =48
12+ 48 =60
60:4x3=45
45x4 =180
180+15=195 20p
3.| 01234 _0,1234567..495051 _ 0,1235 10p
0,5151  0,515049...7654321 ~ 0,5150
0,1234 =0,2395... 5p
0,5151
01235 _ ) 2308. 5P
0,5150
deci primele trei zecimale ale numarului N sunt 2, 3, 9 5p
4.| 4_1:2..-2009-2010-2011-2012"...-4017-4018 _
1-2-...-2009
_(1-3-5-...-4017)-(2-4-6-...-4018) _
- 1-2-...-2009 -
(1:3-5-...-4017)- 2% .(1-2-...-2009) _
- 1-2-...-2009 -
= 45 . . 2009
=(1-3-5-...-4017)-2 20p
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EVALUARE IN EDUCATIE la MATEMATICA

ETAPA FINALA NA]’IONAL.& -13.06.2009
CLASA a Vl-a

SOLUTII
10p din oficiu
1. | Suma elementelor din multimea A este egala cu 5050. Presupunem ca sumele elementelor din
cele trei submultimi sunt egale cu 102m, 203n si 304p, unde M, N si p sunt numere naturale

nenule. 5p
Avem 102m+203n+304p=5050. Deducem ca m<44,n<22 p<15, deci

0<m+n+ p<8l. Pe de altd parte, m+n+ p+101-(m+2n+3p)=5050, adicd m+n+p

se divide cu 101. Ajungem la contradictie.
m(<«BAC)

20p

2. | a) Avem m(<«BIC)=90"+ . Triunghiul CEl este congruent cu triunghiul CDI si,

deasemenea, triunghiul BFI este congruent cu triunghiul BDI. Obtinem:

m(<«AEl )=m(<EIC)+m(xECI )= m(<DIC)+%m(<ACB) .Analog,

m(<AFl ) = m(<rBID)+%m(<):ABC). In final,

15
M(<AE! ) + m(<AF1 )= m(<rBIC)+%(m(<rABC)+ m(<cACB)) = 90° +%. 180° =180°. P

b) Dreptele Cl si Bl sunt mediatoare in triunghiul DEF, deci triunghiul |EF este isoscel.
Obtinem m(<«FIE)=360"—2m(<«BIC)=180" —m(«BAC) .Deci,
m(<«FEl ):%m(<BAC) .

Avem:
m(<AEF )=180° — m(«FEl ) - m(«IEC)=180" — m(«DAC) - m(«ADC)=m(<«ACD).

Deci dreptele EF si BC sunt paralele. 10p
3. | Notdm cu a numadrul de elevi din clasa a VI-a A si cu b numadrul de elevi din clasa a VI-a B.

Din relatia 50%-a+28%-b=40%-(a+b), obtinem % =§ . Cum numarul 28% din b este

numar natural, rezultd ca by;, =25. Obtinem: a,;, =30. Rezulta (a+b) . =55clevi. 20p

min

4. | Fie a, b, ¢, d si e cele cinci elemente ale multimii A cu a<b<c<d<e. Cum
a+b<a+c<b+c..d+c<c+e<d+e, deducem c¢cda a+b=-19,a+c=-12 si

c+e=16,d +e=23. Deoarece avem numai sapte valori ale sumelor, din zece combinatii,
inseamna ca restul de sase perechi de numere dau sume din multimea < —5;2;9}. Deoarece trei

perechi de numere, din cele sase ramase, nu pot da aceeasi suma, inseamna ca doua dintre ele
au suma -5, doud au suma 2, iar celelalte doud au suma 9. Convin situatiile:
a+d=b+c<b+d=a+e<b+e=c+d.Efectudnd suma tuturor sumelor de cite doud

numere, obtinem: 4(a+b+c+d+e)=20, deci a+b+c+d+e=5. Deducem ca c=1 si
apoi b=-6,d =8,a=-13,e=15. 20p
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
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CLASA a Vll-a

SOLUTII
10p din oficiu

g 6 7,5p

a) De exemplu a= %, b==,c= Pl verifica egalitatea.

b) Demonstram ca , in general, a’+b>+c? >ab+bc+ca. Inmultind cu 2 si trecand in
membrul sting, obtinem 2a” +2b* +2¢ —2ab—2bc—2ca> 0, inegalitate echivalentd cu
(a— b)2 +(b- C)2 +(c— a)2 >0, adeviarata pentru orice numere reale a, b, si . Egalitatea se
obtine numai dacd a=b=c. Presupunem ci ab+bc+ca=1=a? +b? +c?, deci 3a*> =1,

1
dicd a=t— tradictie.
adica 3eEQ,con radictie 15p

2. Avem :

\/x2+x+\/x2+x+1/ x+1)> = x <\/x2+x+\/x2+x+«/ x+1)° =\/x2+x+\/x2+2x+1 =
=V +2x+1=x+1 22,5p

3. Dacd m=4, atunci n° +8n+16= (n + 4)2 , care este patrat perfect pentru oricare ne N.

Consideram ci n* +8n+n¥ = p*, pe N. Atunci n(n+8)=(p-m)(p+m). Pentrun

2
. . . n°+8&n-1 .
impar, ludim p—-m=1si p+m=n(n+8). Obtinem sz. Egalitatea cu 4 se

n(n+8)
2

obtine pentru N=1. Imposibil. Pentru n par, luam p—-m=2 si p+m= . Obtinem

2
m= n+8n-4 . Egalitatea cu 4 se obtine pentru n=_2 . Imposibil. in concluzie, pentru 3X7,5

4 =225
oricare N> 2, exista doua valori distincte ale lui m pentru care n? +8n+ M’ este patrat p
perfect.
4. a) Fixam un punct O si trasam un cerc de centru O si raza R. Pe cerc, consideram punctul A.
Cu deschiderea R in compas, pornind din A, marcam pe cerc, in acelasi sens, punctele

A, A, A Punctele A, Osi Ay sunt coliniare deoarece arcul AAA; are masura de 180°. 7,5p

b) Este suficient sd obtinem un segment de lungime Rv2 . Consideram punctul A pe cercul
C(O;R). Construim B, punctul diametral opus lui A si cercul C(B;R). Punctul C este

diametral opus lui O in C(B;R). Fie <T}=C(O;R)NC(B;R). Daca
{P}=C(O;CT)nC(C;CT), atunci PB= RV2 din triunghiul dreptunghic PBO,
m(«B)=90°,unde PO=R\3 si BO=R.

15p
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NA]’IONAL?\ -13.06.2009

CLASA a Vlll-a
SOLUTII
10p din oficiu
5 . 2 . . 7,5
1. a) Inlocuind my, :;ab si B X, obtinem X=E. ~P
a+b " p, a
b) Presupunem cd are loc egalitatea din enunt. Cum numerele m, = 2;3\1:) si a%b =§ sunt
a+
. . . . . 2p? s .
rationale, rezultd ca si numarul v/ab = p este rational. Egalitatea devine ——+ p= 5 sl este
S
. 2 2 . (S— p)2 . .
echivalentd cu (s— p)” =5p~. Deci 5= ~———— Tragem concluzia ca J5¢€0Q. Contradictie.
p
15p
2. .- . o 2 2 2 _ - _ 2
Ecuatia din enunt este echivalenta cu (x - 8) —90-[8—x"[+2009=0.Notam t=[8—x"|.
Ecuatia devine t2 —90t +2009=0. Obtinem solutiile t; =41,t, =49. 2.5p
in ﬁnal, X1’2 =i7 $1 X3’4 Zi\/ﬁ 20p
3. In configuratia data existd cel putin doua cercuri, deoarece lungimea cercului inscris in 7,5p
triunghi este egala cu 7[73 <4 . Proiectam toate cercurile pe una dintre laturile triunghiului.
Daci oricare cerc din configuratie este singur situat intre doud drepte perpendiculare pe latura
respectiva, atunci suma lungimilor proiectiilor ar fi mai mica decat 1. Dar suma lungimilor
N [+ +..+1, 4 - .
proiectiilor este egald cu -—2—""" =_ 51 Contradictie. Deducem c existi o
: T ” : . 15p
perpendiculara pe latura respectiva secanta la doua dintre cercuri.
4. Din teorema bisectoarei aplicatd succesi in triunghiurile ABC si ACD obtinem ca
BE AF 1
EC FD 2 2.5p
Fie P si Q simetricele punctelor F si D in raport cu punctul M. Punctele B, P si Q sunt
coliniare iar triunghjurile BEP si BCQ sunt asemenea (LUL). Rezulta cd EP || CQ. Dar MN,
fiind linie mijlocie in triunghiul DQC, este paraleld cu QC. .Deci EP || MN . Inseamni ca
dreptele FE si NM se intersecteaza intr-un punct O. 10p
Segmentul MO este linie mijlocie in triunghiul FPE, deci OF = OE . 10p
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CLASA aIX-a, TC + CD (4 ore)

SOLUTII
10p din oficiu
1. Observam ca pentru o pereche (X,Y),cu X,Y C A, avem

[ XOY [+ XOY [+ XOY [+ XY [=]Y]+]Y]=n, (10p)
(unde X este complementara lui X), iar perechile (X,Y) de submultimi ale lui A se pot grupa in

%2” 2" =4 astfel de cvadruplete disjuncte. (12,5p)

a a . . . . e <
2. Avem < si analoagele; este, deci, suficient sa aratam ca

10+b°+c* ~ 9+a*+b* +c*
4y a<9+ ) a*, ceca ce rezultd din a* —4a+3=(a-1)*(a’ +2a+3)20. (22,5p)

3. Alegem doud axe perpendiculare. Suma lungimilor proiectiilor vectorilor pe cel putin una dintre
ele, (7,5p) fie aceasta a, este > 2, caci altfel se contrazice ipoteza. (Sp) Consideram acum multimea A a
vectorilor care fac un unghi ascutit $i multimea O a vectorilor care fac un unghi obtuz cu un versor al axei
a. Suma lungimilor proiectiilor vectorilor din A sau a lungimilor proiectiilor vectorilor din O este >1, iar
lungimea sumei vectorilor din A, respectiv O, este mai mare decat suma lungimilor proiectiilor vectorilor
din multimea respectiva. (10p)

4. Daca, la un moment dat, greierele face un salt inapoi, atunci el ajunge intr-un punct in care a
mai fost.

Sa presupunem acum ca greierele nu face niciodatd un salt napoi. Fixam cate un sistem de
coordonate pe fiecare din drepte, avand originea in punctul anb si unghiul dintre semidreptele

,»pozitive" de 1°. (2,5p) Notam a,,b, abscisele punctelor A,,B,. Avem atunci relatiile
a’, —2a, b cosl°+b; =1=a’-2alh, cosl®+b?,
by — 28,0, cosl” +ap,, =1=a;,, —2a,,,b,cosl° +1y,
de unde a,,, +a,=2b,cosl’, b, +h,=2a,,cosl’, pentru orice neN'. Aceasta conduce la
a,,+2a, +a, =4a, cos’l°, adici a ,,=2a,, cos2’ —a,, pentru orice ne N
Ardtdm ca existd A Be R astfel incat a, = Acosn’ + Bsinn®. Observam ca sirul (0.,),, dat de

o, = Asinn’ + Bsinn® verificd relatia o,,, =2cos2°0,,, —a,.(15p) Astfel, este suficient sa gasim
A Be R astfel incat a =, si &, =0.,, cdci, in acest caz, sirurile (a,),5; $1 (0,),s; au aceiasi primi doi
termeni si verifica aceeasi relatie de recurenta de ordin 2. In sfarsit, coeficientii A, B ii aflim din sistemul
Acos!® + Bsinl® = g, Acos2° + Bsin2° = a,, care are solutie unica pentru orice a,,a, .

Din cele de mai sus reiese ca, daca greierele nu face niciodatd un salt inapoi, atunci el se Intoarce
in punctul de pornire dupa 720 de salturi. (5p)
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EVALUARE IN EDUCATIE la MATEMATICA

ETAPA FINALA NATIONALA - 13.06.2009
CLASA aIX-a, TC (2 ore)

SOLUTII
10p din oficiu
1. Daca intr-o progresie avem @& >I,, atunci @ —I, este termen al unei alte progresii, deci

a —r,=b +nr,. (12,5p) In acest caz, numarul a —r, +nr, =a +(r, —=Dr,=b + (n+r1)r, face parte din
ambele progresii — contradictie. (10p)

2. Sa presupunem contrariul. (2,5p) Atunci b’ < ac, ¢* <ab, a* <bc. (10p) Reiese ci numerele
din membrul drept sunt pozitive si, prin inmultire, a’b’c? < a’b*c’ — contradictie. (10p)

3. Numerele X,y sunt solutiile ecuatiei t* — (6 —2)t+9—6z+ 2" =0. (12,5p) Din A>0 rezulti
—3(z* —42) 20, deci z€ [0, 4]; analog avem X, y< [0, 4]. (10p)

4. Fie sin” Xcos® Xx= Y. Din sin? X+ cos® x=1 reiese:

sin® X+ cos* x+ 2sin* xcos® x=1=> sin* x+cos* x=1-2y,
sin® X+ cos® x = (sin? X+ cos® X)(sin* X+ cos* X) — sin* xcos® X(sin® X+ cos” X) =1 -3y,

sin® X+ cos® x = (sin® X+ cos* X)* —2sin”* xcos* x=1-4y +2y?, (7,5p)
sin'® x+ cos'® x = (sin”* X+ cos* X)(sin® X+ cos® X) —sin* xcos® x(sin? X+ cos? X) =
=1-5y+5y°.

Relatia devine a+b+c—(3a+4b+5c)y+(2b+5c)y* =1 si este indeplinita pentru orice y daca
a+b+c=13a+4b+5c=0,2b+c=0<a=10,b=-15,c=6. (15p)
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Clasa a X-a —4 ore

SOLUTII
10p din oficiu

1. Fie r=lagbj=c|. Avem |aZ’|o-bz—c|<b|z|+|c|, deci r(z]—|z|-1)<0, de unde

\/§+1
2

|z|< . (12,5p) Pe de alta parte, |c|=|—aZ’ —bz|<|a|| 22 |+|b] z]= r(zf +]z|-1)=0, de

J5-1

unde | 2> .(10p)

2. Din prima ipoteza rezultd g(n)=h(n),Vne N (1). Cum g este surjectiva, existd n, natural cu
g(n,)=0. Din (1) rezultd h(n,)=0. (2,5p) Apoi exista n, #n, cu g(n)=1=h(n)<I1. Din
injectivitatea functiei h obtinem h(n)=1. Inductiv, avem ny,n,...,n,,...e N, distincte oricare
doud, cu g(n)=h(n)=i,ie N, adica g(Xx)="h(x),Vxe {n,,n,...} = A. Deducem ca h este
surjectiva, deci bijectiva, adica A=N. Atunci g =h, deci g este injectiva. (20p)

3. Vom arita ci C,. =(-1)"(mod p). in acest caz avem
pIC:,—Ch, & pl(-D)*—(-1)’ e {-2,0,2} & (-)*—(-1)’ =02 |a-b.(10p)  Intr-adevar,

k! k! k!
(p,k!)=1 rezulta cerinta. (12,5p)

avem  CE, (1 == (P=k) e pmr DR P

4. Peintervalul [0, o), functia din membrul sting este strict descrescatoare, iar ca din membrul drept
este strict crescatoare, deci avem cel mult o solutie — anume X=1. (10p) Daca xe [—1,0) ,
membrul sting este supraunitar, iar cel drept subunitar, deci nu avem solutie. Daca Xe& (—eo,—1),

sin“a+cos2xa:( _12 ) +( 12 ) :(1+ctg2a)fx+(1+tg2a)fxz
SIn” a cos™ a

scriem

>(1+ ctg2a)[_xl +(1+ tgza)[_x] > 2+[-X](ctg’a+tg’a) = 2+2[-x] >| X|

deci nu avem solutii. In consecinta, x=1. (12,5p)
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NA]’IONAL?\ -13.06.2009

Clasa a X-a — 3 ore
SOLUTII
10p din oficiu

5. Presupunem ci log,,, 2 = %e Q,a,be N". Atunci 2° =2009%, (12,5p) contradictie — membrul
stang este par, iar cel drept impar. (10p)

6. a) Avem (3x—4y+1)" +(3x—4y+1)-2(3y—-2x-1)" = X’ + x—2y* =1.(2,5p) Ramane sa aritim
cd 3Xx—4y+1,3y—2x—1e N'. Daca prin absurd avem 3Xx—4y+1<0, atunci
3X+1<4y = 9X +6X+1<16y* =8X +8Xx = (x—l)2 <0. Deaici x=1 siapoi y=1, fals.
Asemanator obtinem contradictie dacd 3y—2X—1<0.(4p)
b) Fie (u,v)e A Avem

a((x y>)=<u,v><:»{

Rimane sd observdm cd X* +x—2y* =0 si (X, y)#(11). (16p)

3x—4y=u-1

= Xx=3u+4v+le N',y=2u+3v+le N,
-2X+3y=v+1

7. Notdm @ =log, x,i =1,2,..,41. Avem a € [-1,49] (5p) si & +a,+---+3a, =0. (2,5p) Atunci
(a +1)(49-a )20 < —a’ +49+48a 20, (5p) de unde, prin sumare, obtinem
—(@’+a’+---+a,)+49-41>20=2009>a° +a,’ +---+a,,’. (10p)

8. Sunt 6 meciuri disputate intre ultimele 4 clasate, deci cel putin 6 puncte este suma scorurilor
acestora, (7,5p) deci si scorul celui de-al doilea. Cum primul are maxim 7 puncte — din cele 7
partide jucate — ardtdm ca al doilea are exact 6 puncte. Intr-adevar, daca ar avea 6,5 puncte, meciul
dintre primii doi nu ar fi incheiat cu victoria primului clasat, in contradictie cu faptul ca aceasta ar
avea 7 puncte. (S5p)

Deducem ca primul are 7 puncte, (5p) iar ultimii 4 clasati au Tmpreuna exact 6 puncte, deci toti au
pierdut impotriva jucatorilor clasati pe locurile I-IV. (Sp)
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Clasa a XI-a - M1

SOLUTII
10p din oficiu

1. Avem X, =X, + . Cu lema lui Stolz, (5p) rezulta

1
1+%,
\/7 3
lim—= hm(\/T \F ) =lim (xn + " i/_ J —\/E . E suficient s calculdm
VX

N—seo N—sco N—sco

3
lim (X+T} —4/X’ |, deoarece lim X, =<°. (2,5p) Prin amplificare cu conjugata gasim
X—oo + X N—>e0

. 3 A% 3 . :
limita egala cu > deci hm—X" = 5 conform definitiei cu siruri a limitelor de functii. Atunci
N—co n

3

hmizg. (15p)
“n 4

2. Functiile f i f'’ nu se anuleaza, si, avand proprietatea lui Darboux, pastreaza semn constant.
(7,5p) Presupunem prin absurd ca au semn contrar. Avem cazurile: f pozitiva si f concava sau f
negativa si f convexa. Inlocuind f cu —f , rimane de analizat doar cazul f pozitiva si f’ concava.

Functia f nu este constantd, altfel f'=0= f"=0, fals, deci exista a<be R, f(a)# f(b). Fie
f(a) < f(b). Pentru xe (—eo,a) avem
x(f(b)- f(a))+af (b)—bf (a)
b-a
limitd X — —co obtinem 0 < —e, pentru cd f(b)— f(a)>0. Analog daca f(b)< f(a). (15p)
3. Matricea AB verificd ecuatia X’ —tx=0, unde t=ab +ab, +---+a,b,, deci are valorile proprii
t,0,0,...,0 -- ordinul de multiplicitate al Iui O fiind n—1. (12,5p) Atunci
det(l,+ AB) =P (1) =(0— (=)' (t—(=1)) =1+t. (10p)
4. a) Inductie dupa n. (7,5p)
b) Elementul de pe linia i si coloana | al matricei produs A B este egal cu

0<f(x)< = 0< x(f(b)—- f(a))+af (b)—bf (a), VX< a Trecand la

(I —Diz +2sin iz (I iz =4sin Nz sin’ iz . Scoatem fector comun pe
n+1 n+l n+1 n+1 2(n+1)
coloana j numarul 4sin’ Iz si obtinem concluzia. (10p)
2(n+1)

¢) Avem det(AB)=det(A,)det(B)=(n+1)det(B (4"Hsm Jdet(B). Cum

+1)

det(B)# 0, rezulta cerinta. (5p)

12
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EVALUARE IN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NATIONALA - 13.06.2009

Clasa a XI-a, M2

SOLUTII
10p din oficiu

L.a)Fie [ANANA|=% |A\(A UA)|=a,[(A NA)\A|=h,1<i<3. Atunci

athHy+x by +x b, + x

D=| brx  adbibix  Bex |=Tal@rb)@rh)+oorb)ararbin)l o

b, + X b+x  aHy+h+x P

+ be,b2 +4bbb, >0.

b) Daca una dintre multimi este vidd sau doud dintre multimi sunt egale, D are o linie nuld sau
doua linii egale, deci este nul.

Reciproc, cazul de egalitate are loc In urmatoarele situatii.

I. Daca x# 0, atunci este necesar ca doud dintre numerele b sa fie nule, de exemplu b, =b, =0.
In acest caz trebuie si avem una dintre situatiile:

* a, =, =0, caz in care obtinem A, = A;;

* unul dintre &,,8, este nenul (de exemplu a; #0, situatie in care & +a, +b +b, =0), caz in

care A=A sau A =A.

IL. Dacd x=0 atunci trebuie ca unul dintre numerele b si fie nule, de exemplu b =0. In acest
caz este necesar sa avem una dintre situatiile:

* & =0 si doua dintre a,,a,,b,,b, sunt nule, caz in care obtinem A=A, A =, A=A sau
A=9;

*a #0,cazincare a,+b, =0 sau a,+b, =0, de unde A = sau A = .(15p)

2. Daca a+b#e, atunci limita este infinit, deci o conditie necesari este a+b=e. (2,5p) In

X
acest caz putem folosi regula lui I'Hospital pentru cazul 0/0, deci limita se reduce la limi

ol X =1/

Pentru ca aceasta limitda sa fie finitd, este necesar ca a=e, (7,5p) iar limita devine
X

. € A . T
1(13 276 \3/?) - 1/(2\/7) = 6e. In concluzie, a=¢eb=0 (7,5p), iar limita este 6e. (5p)

3. Logaritmand, rezultd conditia echivalentd XIna=>alnXx,Vx>0; (2,5p) in particular, pentru
x=e, elna=a (*).

Pe de alta parte, considerand functia f :(0,0) >R, f(X)=€elnx—Xx avem f'(X)=e/x-1,
f'(x) >0 pentru xe (0,e) si f'(X)<0 pentru X>e, deci in punctul X=e functia are valoarea maxima,
egalda cu f(e)=0. (10p) Aceasta arata ca elnx—Xx<0,Vx>0, iar egalitatea nu se poate obtine decat
pentru X = e. Astfel, relatia (*) nu poate fi valabild decat pentru a =e. Cele de mai sus arata si ca aceasta
valoare a lui a verifica cerinta. (10p)

4. Observam ca trebuie Xe (0,1) (2,5p) si ca ecuatia are solutia 1/2. (2,5p)

13
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NATIONALA - 13.06.2009
Aratdm cd aceasta este singura solutie. Pentru aceasta arataim ca functia f:(0,1) >R,

1Y , § , .
f(x)= (—) —log; X este strict crescatoare. Derivata functiei este

4 4
X X _ 2
f,(x)z(i) ) 1 4 —xin*4

4 XIn(1/4)  x-#In4
Pentru functia g:(0,1) >R,g(X)=4"-xIn’4 avem g'(X)=(4"—In4)In4, cu radicina
ae (0,1). Deoarece g este descrescitoare pe (0,a] si crescatoare pe [a,1), reiese cd g are valoarea

minima g(@=4*-aln’4=In4-aln’4=(1-aln4)ln4. Cum e’>4=0<Ind<?2 si

4*=ln4<2=0<a<1/2, rezultd g(a)>0, ceea ce aratd ca f'(X) :%> 0,Vxe (0,1). Astfel, f
X n

este strict crescatoare. (17,5p)

14
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Clasa a XII-a — M1

SOLUTII
10p din oficiu

1. Fie g:(0,1] > R,g(x)= T sl X € ( ; ) un sir convergent la 0. Cum functia g este continud

pe [ %,,2x, |,3a,,b, €[ x,,2x, | astfel incat g(a,) < g(t) < g(b,), Vte [x,,2x,], deci
9(a) . 9O _ g(bn) vie |

X,»2X, |- Integrand pe [x,,2X,] rezultd

t ot
1% 1
g(a,) <_2 J. m dt < g(b,). (12,5p) Deoarece g are proprietatea lui Darboux,
Xn

|
3c, € [a,.b, ] g(c)_—f—dt. Avem X, <c,<2X,=C¢C, > 0=

n2; f()

1 1 odt  In2 % odt In2

= . De aici li = lim .(10

9= f( 3 T -tO T M To T e MY o T e M

Cn
2. Fie E elementul neutru al grupului G. Cum E* =E si E # 1, rezulti det E=0. (3p) Atunci din
AE = AVAe G = det A=det(AE) =det Adet E=0, de unde A’ =tr(A)-A. (14,5p) Fie A'e G
simetrica matricei A. Atunci A’A'=tr(A)- AA'= A=tr(A)-E. Pentru A Be G avem
ABe G = tr(AB)E=AB=tr(A)tr(B)E. Cum E#0, --altfel |G |=1 -- rezulta
tr(AB)=tr(A)tr(B). Obtinem ci multimea {tr (A )| Ae G} este parte stabild cu n elemente a lui

((C*, ) , deci este egali cu U . Atunci f:U_— G, f(£")=¢£"E este izomorfism de grupuri. (5p)

X—yo0 X t—0 tz

egald cu 0 pentru a=1. (12,5p) Atunci

n+1 n+1 n+1
lim [X2 sinl—ax)dx: lim[ J (Xz Sinl— X)dX"' ,[ (l_a) de]:
N—oco " X N—oo " X n
(10p)

. .1 . sint—t . . ..
3. Observam ca llm(x2 sin—— X): lim =0, deci, conform teoremei de medie limita este

n+1

=(1-a)lim | xdx=sgn(1-a)eo.

n—>o<»

4. Fie n=grad( f )= grad(g) $i X,%,,.... X, € C radacinile distincte ale lui ' cu ordinele de

multiplicitate . Evident ca | f ’1({3.}) |< n, inegalitatea fiind stricta cand polinomul f-

X5 Xy5eees X == de exemplu X, cu ordinul de multiplicitate r, +1 in f —a. Atun01

|AE (@) o by (@) [+ F (b)) 2 2n= Y =2n-(n-1)=n+1. (17,5p)Fie

i=1
h=f —g. Cum h(z)=0,Vze A= f"'({a}))u f ' ({b}), rezulti ci h=0= f = g.(5p)
15
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EVALUARE iN EDUCATIE la MATEMATICA
ETAPA FINALA NATIONALA - 13.06.2009

Clasa a XII-a — M2

SOLUTII

N A A 50 A A
1. In Z,, avem 9" = (940) -9 =9” =89. (22,5p — 2,5p pentru ultima cifri)

jﬂ 1
X Int !"Hopital (2,5P) T
2. tim XA e = lim X i X ) (20p+2,5p pentru ideea
X=X > Int xo= X x—e In X—1 x—= n X—1
In X In? X

aplicarii teoremei lui I’Hopital).
3. Fiel, = jln” xdx. Integrand prin parti obtinem I,,, =e—(n+1)I,. (7,5p) Cum
1

Inxe [0,1],Vxe [1,e] rezultd |, <1, <1, =1. (5p) De aici obtinem e—(n+1)I, <1= iis .
n+

Pe de altd parte, |, =e—-(n+2)l,,, =e-(n+2)(e—n+1)l,)=(n+1)(n+2)I —(n+1)e<l, de

(n+De+1
= (n+1)(n+2) (10p)

4. Fie zo raddcin a polinomului f. Avem (zz+2,)" =—(z2+2)" = |z2+2|=|z2+Z|. (7,5p)

n+l

unde |

Ridicam la patrat se obtine (z-Z)(zZ,-27)=0= —4Im(z)Im(zZ,)=0. Dar
2z =(a+ib)(c+id)=ac+bd—i(ad —bc), deci Im(zZ,)=—det(A) 0. Rezulta
Im(2)=0= ze R. (15p)
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